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随机 过 程 是 现代 概率 论 的 一 个 重要 内 容 , 是 研究 客观 世界 中 
随机 演变 过 程 的 理论 工具 ,已 在 工程 科学 技术 和 社会 科学 方面 得 
到 了 广泛 的 应 用 并 显示 出 十 分 重要 的 作用 . 只 有 鸡 练 擎 握 随 机 过 
程 的 基本 理论 和 方法 ,才能 帮助 我 们 进一步 学 习 现代 科学 技术 ,为 
探索 科学 技术 新 领域 葛 定 必要 的 数学 基础 . 

现在 ,不 仅 理 工科 和 经 济 管理 类 的 人 研究生 开 设 了 随机 过 程 这 
程 ,而且 越 来 越 多 的 本 科 专 业 也 开设 了 随机 过 程 课程 . 但 是 ,读者 
在 学 习 中 普遍 感到 本 门 课程 概念 比较 抽象 ,问题 难以 入 手 , 思 维 难 
以 展开 ,学 习 起 来 有 一 定 的 困难 . 为 了 帮助 大 家 克服 困难 ,尽量 掌 
握 本 门 刘 程 的 精 角 和 方法 ,我 们 编号 了 本 书 . 

本 书 着 重 讨论 了 随机 过 程 的 基本 理论 和 分 析 、 解 古方 法. 全 书 
分 为 九 章 , 依 次 为 随机 过 程 的 基本 概念 、 汝 松 随机 过 程 、 马 尔 可 夫 
链 、 连 续 时 间 的 马尔 可 夫 链 、 随 机 分 析 与 随机 微分 方程 .平稳 过 程 、 
平稳 过 程 的 谱 分 析 、 正 态 随 机 过 程 和 时 间 序 列 分 析 简 介 . 在 编写 中 
力求 以 简明 、 易 懂 的 语言 深入 浅 出 地 为 读者 诠释 概念 ,解析 疑难 ， 
强调 了 基本 方法 的 叙述 与 实际 例子 的 演示 ,努力 培养 读者 分 析 问 
题 、 解 决 问题 的 能 力 . 我 们 遵照 与 教材 同步 的 原则 ,读者 可 以 按照 
学 习 进 度 阅 读本 书 , 学 好 随机 过 程 许 竹 . 

由 于 目前 随机 过 程 课程 没有 一 本 统一 的 教材 ,各 种 教材 内 容 
差异 较 大 ,许多 定理 ,公式 的 叙述 和 写法 不 很 一 致 ,所 以 我 们 在 编 
写 时 尽量 采用 多 数 教材 的 提 法 ,在 内 容 上 较 全 面 地 包容 了 随机 过 
程 的 基本 理论 和 基本 公式 . 在 例题 上 选用 了 比较 实际 的 .能 加 疾 对 
基本 概念 的 理解 的 有 助 于 提高 分 析 问 题 和 解决 问题 能 力 的 习题 . 
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希望 能 得 到 读者 的 认同 与 欢迎 ,并 对 读者 的 学 习 有 一 定 的 帮助 
本 书 在 编写 过 程 中 参阅 了 一 些 作者 的 有 关 著 作 , 在 此 向 他 们 
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第 一 章 ”随机 过 程 的 基本 概念 


第 一 节 ”随机 过 程 的 概念 


主要 内 容 


1. 设 给 定 概 率 空间 CQ, 下 ,PP) 和 参数 集 TC (一 co,co), 若 对 
于 每 个 eE2 和 1 ET 都 有 一 个 定义 在 概率 空间 上 的 随机 变量 
X et) 与 之 对 应 , 则 称 依 赖 于 参数 上 的 随机 变量 {XCe,z) ,iET) 为 
随机 过 程 , 简 记 为 {X(t) :trET 人 或 X7 或 和 (ti). 参数 集 个 通常 为 下 
列 情形 之 一 :( 一 coyce),(0,co),(…, 一 2, 一 1,0,1;2,…),(0,1， 
2,…) La,pj,(a;po) 等 . 

2. 通 币 将 参数 集 全 称 为 参数 空间 ,X() 所 能 取 的 一 切 值 的 集 
合 了 称 为 状态 空间 (或 值 域 ). 工 中 的 每 一 个 元 素 称 为 状态 . 

3. 随机 过 程 依 其 在 任 一 时 刻 的 状态 是 连续 型 随机 变量 还 是 离 
散 型 随机 变量 分 为 连续 型 随机 过 程 和 离散 型 随机 过 程 . 它们 的 时 
间 参 数 都 是 连续 的 . 

状态 连续 、 时 间 参 数 离 散 的 随机 过 程 称 为 连续 随机 序列 ,状态 
离散 、 时 间 参 数 离 散 的 随机 过 程 称 为 离散 随机 序列 . 

4. 给 定 随机 过 程 {X(z) ,:ET} ,对 任 一 固定 的 t ET, 分 布 函 
数 了 1 (ZI 't1) = P(X( DST } ,1 入 及 称 为 随机 过 程 {(X(z) ,tT 
的 一 维 分 布 函 数 . 使 


F(zt) =| f (xi ,ti) dz, 一 CO 过 XI 二 00 


的 非 人 负 二 元 函数 称 为 随机 过 程 1X() ,iET) 的 一 维 概率 密度 沙 
数 , 人 简称 一 维 概率 密度 . 
类 似 地 ， 当时 间 上 取 n 个 数值 卉 ,to，…,t, 扬 王 时, 维 随 机 变 
量 {X(), 久 (zt,),…, 义 (z,)) 的 分 布 函 数 为 
(ZTC 
=P{X(t)Rr ,X(t Er, ,XRT,), 
一 co< 并 9 9" y TX, OO 
称 为 随机 过 程 (XC() :tc TT} 的 nn 维 分 布 函 数 .使 


F(x Za Tt te sb) 
”1 ™n 
=| | fx ,Ta dz 


成 立 的 非 负 函数 Fziyz 工 ; ,to，… 二) 称 为 随机 过 程 
‘六 (2) ,tT 了 ) 的 nn 维 概率 密度 . 
随机 过 程 {(X() ,tET} 的 一 维 分 布 , 二 维 分 布 ,… ,nn 维 分 布 的 
全 体 称 为 随机 过 程 {X(2);tET) 的 有 限 维 分 布 梁 数 族 . 
5. 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 函数 有 下 列 性 质 : 
(1) 对 称 性 对 \1,2，…7) 的 任 一 排列 4 ;J2，""* jm) 有 
F(X Ta Tt ta st ) 
一 (Ti 
(2) 相 容 性 ”对 任意 mr 之 n, 有 
下 CT Ta Ta SOO OOSt toss tn st stn) 
一 下 (zyZy TH, tts st ). 
6, 特征 函数 设 有 
pu yz 


_ Efe XC tu XL, 站 et ] 


CD Lr 寺 | 

Ku, XZ, Tu, x x ) 
| | Er1 2 “a dF (Ti ZTE 
一 co 一 


称 4e4za so s**t] ,> 天) St 2 9 "9, C T ,zx 之 1) 为 随机 过 
程 的 有 限 维 特征 函数 族 . 其 性 质 有 
2 


(1) 对 称 性 对 (12…… 和 2) 的 任 一 排列 (7 ,js,，…,j,) 有 
PU sy Ua 0 
一 PO 1 ) 
(2) 相 容 性 ”对 任意 mx 过 nn, 有 
Ou sa 9 st O90 Ost ta snes to st set) 
= pl yz 
有 限 维 分 布 函数 族 与 有 限 维特 征 函 数 族 互 相 唯 一 决定 . 
7. 存在 定理 ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 和 定理 ) 若 分 布 函数 族 
(FPF, Czy Ta 和 之 
满足 对 称 性 和 相 容 性 , 则 必 存 在 一 个 随机 过 程 {(X(t) ,+E TT} ,使 该 
分 布 函 数 族 恰 为 该 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 函数 族 . 
8. 设 {X(2),Y(z),tET} 是 二 维 随 机 过 程 , 则 称 
CXE1) Kt) (YY ) ,YC )) 
的 联合 分 布 函数 
Fm Ti Ta Ta tl ta ts VY Ya Ystl to st, ) 
= P(X(t) rt) Rr KO) SC,; 
Yl ) Sy YC) SC ya Yt ) Sy,) 
为 二 维 随机 过 程 的 n 十 m 维 联合 分 布 函 数 . 相应 的 n 十 mz 维 概率 密 
度 消 数 为 
万 Ta Tat toys ty VY Ye Ynstl sto 9 st ) 


> 《Zi 之 9 9 > » Ly 9""" s, ?VY1 9 Yo s""" » Yn st) st ,st ) 
di 9T? dT.9 YI 9Yy, "0 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 随机 过 程 ? 它 与 函数 及 随机 变量 有 何不 同 ? 

千 《1) 随机 过 程 将 普通 函数 的 概念 从 实数 与 实数 的 对 应 关 
系 推 广 到 实数 与 随机 变量 的 对 应 关系 . 对 普通 函数 而 言 , 当 ET 
时 ,总 有 一 个 确定 的 实数 z 与 之 对 应 ;而 对 随机 过 程 而 言 , 当 GT 
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时 ,与 之 对 应 的 X(e, 四 是 一 个 随机 变量 . 

(2) 随机 过 程 是 随机 变量 概念 的 推广 . 随机 变量 是 在 固定 时 
闻 t 上 的 试验 结果 ,是 一 个 数 的 集合 ;而 随机 过 程 是 在 i€ 工 上 的 
试验 结果 ,是 一 个 时 间 肾 数 的 集合 . 当 上 固定 时 ,随机 过 程 就 成 为 
一 个 随机 变量 . 

(3) 随机 变量 X(e) 是 定义 在 2 上 的 函数 ,对 每 个 eEOQ, 和 都 有 
确定 的 z 与 之 对 应 ;而 随机 过 程 当 eEQ 时 ,对 应 的 Xe, 电 又 是 : 
的 函数 , 称 为 样本 本 数 或 样本 曲线 (或 轨道 ,或 现实 ). 所 以 ,随机 过 
程 将 随机 变量 概念 从 e 与 实数 对 应 推广 到 e 与 实 函 数 的 对 应 . 

(4) 随机 过 程 是 一 族 随机 变量 ,T 中 有 多 少 元 素 ,X(e, 四 就 合 多 
少 个 随机 变量 . 随机 过 程 义 是 一 族 样本 函数 ,每 一 eEQ 对 应 一 个 桂 
本 函数 ,Q 含 多 少 个 基本 事件 ,随机 过 程 就 有 多 少 个 样本 函数 . 

2. 随机 过 程 对 参数 集 荆 有 何 要 求 ? 

答 ”随机 过 程 定义 中 的 参数 集 本 可 以 是 时 间 集 也 可 以 是 长 
度 、 重 量 、 速 度 等 物理 量 . 随机 过 程 本 来 通称 随机 函数 , 当 参 数 集 工 
是 时 间 集 时 称 为 随机 过 程 ,但 现在 将 参数 不 是 时 间 集 的 随机 上 旺 数 
也 称 为 随机 过 程 , 对 参数 集 工 不 再 有 时 间 集 的 限制 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 主 要 是 理解 概念 、 辩 析 定 义 ,通过 例题 区 别 随 机 变量 与 随 
机 过 程 ,学 会 构造 随机 过 程 . 

例 1 利用 重复 抛 撕 硬 币 的 试验 定义 一 个 随机 过 程 
COSTCL， 出 现 正面 ， 
21， 出 现 有 反面 ， 
出 现 正面 与 反面 的 概率 相等 . 求 ;:X(2) 的 一 维 分 布防 数 F(x,1/2) 
和 下 (x ,1) ,XX(z) 的 二 维 分 布 函 数 F(x) ,zx, ;1/2,1). 


解 以 随机 变量 Y 记 抛掷 硬币 的 试验 结果 , 则 
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X(t) 一 一 co < 1 < oo. 


一 1， 出 现 反 面 ， 
1， 出 现 正 面 . 

且 P{Y = 1} = P{Y =—1} = 1/2. 

(1) 当 t 二 1/2 时 , 奇 Y 了 Y= 二 1, 则 X(1/2) 二 cos(x/2) 二 0; 若 Y 了 二 
一 ], 则 XX(1/2) 二 2。(1/2)= 二 1. 于 是 

Fy(zx,1/2)= P{X(1/2) 委 了) 

~ P{X(1/2) 过 zr|Y=1}P{Y=1) 
二 P(X(1/2) 之 zz |Y =—1}P{Y =—1) 


OU ， 这 < 0 
-hi 0 和 过 工 扎 1， 


Y 一 


1， lx. 
类 似 可 得 Fx(zx,1)=P{X(1)<z} 
0， ZzZ 达 一 ]， 
-i 一 1] 委 Z<2， 
1， 2 入 2x. 


(2) 当 :1 时 , 奋 Y 王 1, 则 X(CL/2) 王 cosrx 一 一 1; 行 Y 一 一 1， 
则 X(C1/2) 一 2。1 一 2. 于 是 
下 (zlyzy 1/2,1)= PIX(1/2) < 人 (1) Rx,) 
0， ZI 所 4 一 ce 所 Ti <co， 
0， ZX 之 0,7z 二 一 1]， 
-1/2, 0 达 X 三 1,2 世 xs， 
1/2, x >1,—1<<z,<2, 
1， Zz > 1,x, 之 2. 
例 2 设 有 随机 过 程 (i) 二 A 十 Bi,t 之 0, 其 中 A 与 B 是 相互 
独立 的 随机 变量 , 均 服 从 标准 正 态 分 布 . 求 XC) 的 一 维和 二 维 分 布 . 
解 ” 因 为 ,VY 癌 定 的 :ET,X() 是 正 态 随机 变量 , 故 
ELX(1)] = EC(A) + E(B)t = 0, 
PLX(D] = D(A)+ DB = 1+7. 


所 以 ,XC() 服 从 正 态 分 布 NC(0,1 十 六) ,从 而 也 是 随机 过 程 X(b 的 
一 维 分 布 . 

其 次 ,VY 固定 的 如 ET,XCGn) 一 4 十 Bi Xi ) 一 A 十 Bi ， 
则 依 ” 维 正 态 随 机 向 量 的 性 质 , (XGa),X(G2)) 服 从 二 维 正 态 分 
布 , 且 

E|L X(t)|=0, El X(z,)|=0, 
D[X(1)]=1+#, DLEX(,)]=1+#, 
CovCX(1), X(t,))=ECX( XG,) |=1+t,t,. 
所 以 , 二 维 分 布 是 数学 期 望 同 量 为 (0,0), 协 方差 矩阵 为 
| 1 二 ti 1 十 | 的 一 维 正 杰 分布 
1 二 tt。 1 十 zs | 

例 3 设 随 机 过 程 X(t) 二 Xcoswt (一 cc<t<co), 其 中 心 为 
常数 ,X 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ,下 (X) 王 0, DCX) 王 1. 求 
X(b 的 一 维 分 布 密度 函数 和 协 方 差 函 数 . 

解 E[ XC() j=E(X)coswt=0, 

DLXG) |]=D(X) (coswt)’ = (coswt)’, 

故 {X(2) ,1:ET) 的 一 维 分 布 蚂 数 为 N(0, (coswt)*). 

协 方差 饥 数 ( 见 第 二 节 ) 是 随机 过 程 {(X(z) ,ttET}) 在 任意 两 个 
时 刻 1 和 ,时 状态 (zj) 和 六 (z,) 的 二 阶 中心 混 合算 

Cx (tists) = E{L[XC&) — p21) LXG,) — ,Ct,)]}, 

其 中 u(t)=E[X()]=0, 
故 Cx t,t,)—= El (Xcoswt!) (Xecoswt, ) | 


一 E(X’ )coswticoswt, 一 coswticoswt,, 


其 中 E(X’)=D(X)—[LE(X)J=1—0=1. 
例 4 设 随 机 过 程 只 有 两 条 样本 曲线 
Atyoli) > acost, 一 co 所 上 < co， 
X(t,ws) 一 CCcos 人 十 区) 一 一 Qcost， 一 ce < < co， 


其 中 常数 a>0,P(wi) 一 2/3，P(w;) 王 1/3. 求 XGO 的 一 维 分 布 函 
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数 F(x,0),F(z,x/4) 及 二 维 分 布 消 数 F(x) ,zj0,r/4)， 
解 ” 如 图 1.1 所 示 , 取 ww, 为 1. 义 (0) 的 可 取 值 为 


和 0,wi) = acos0 = a, A(0,w,) =— acos0 =—a. 







X(t,w) 


X(t ,wo) 





1.1 
向 P{X(0) = a} = P(w'!) = 2/3, 
PiX(0) =—a} = P(w,) = 1/3. 
0， Z<< 一 0， 
故 Fear 一 CC 妇 Z<a， 
1， 之 a, 
类 似 地 ,XX(x/4) 的 可 取 值 为 


Xx/4,w1) = acos(x/4) = vyY2a/2, 
X(r/4,ow，) =— acos(x/4) =—V2a/2. 
0 ， rz<—V2a/2, 


故 FGCzyx/4) 一 41/3， 一 V2a/2 巡 xz<V2a/2， 
] ， TV2a/2. 


对 于 二 维 分 布 ,随机 向 量 (X(0) ,XCx/2)) 可 取 值 为 
(X(0,w1), Xn/4,w1)) 一 (ayV2a/2)， 
(XO0,w2) XA/4 ws)) 一 (一 a 一 V2a/2). 
而 P{X(0) = a, X(x/4) = V2a/2} = Pl(w) = 2/3, 
P{X(0) =—a, X(x/4) 一 一 V2a/2) = Pl(w,) = 1/3, 
故 F(z) ,x2 ;0, nx/4) 


0， zi 二 一 4 或 x, 二 一 V2a/2， 
1/3， Zi 辫 一 4U 一 Y2a/2 委 zs<V2a/2， 
一 a 委 ci <aUzs 二 V2a/2， 
1， Zi 之 a 或 zx, 之 V2a/2. 


例 5 设 随机 过 程 关 (2) 二 Acost,tER. A 是 随机 变量 ,概率 分 
布 列 为 


=r 


1/3 1/3 1/3 
求 :(1) 一 维 分 布 畏 数 F(z,x/4),F(zr,x/2); 
《2) 二 维 分 布 肾 数 F(z zz;0,T/3). 
解 (1) 因为 X(x/4) 二 Acos(x/4) 二 V2A/2, 可 取 值 为 /2/2， 
V2,3V2/2( 将 A 代入 即 得 ) ,而 
P{X(x/4) = v2/2} = P{A = 1} = 1/3, 
P{X(x/4) = v2} = P{A = 2} = 1/3, 
P{X(x/4) = 3vV2/2} = P(A = 3} = 1/3. 
0， 工 <<V2/2， 
下 FO/4) = 1/3, v2/2 x <V2, 
2/3, V2 zx < 3V2/2, 


|， 村 之 3 V27/2. 
因 XCx/2) 二 Acos(x/2) 一 0. 只 能 取 0 值 , 故 
0， Mr < 0， 
F P -一 
(《ZT1/2) 1，xz 0 
(2) 因为 ,由 
F(x 2 ;0 ,zx/3) — P{AcosO 二 过 1 ,Acos(x/3) < XT») 


= P(A 过 zi,A/2 x,) 


= P{AZn,A<?,) 
PiA 芝 zz}， Ti 2X,， 
PiA < 227), 27, 过 i. 


A 
pb 


所 以 

F(zxi ,Ts ;0, 7/3) 
0， X27 zl< 1 或 2z < zz < 1/2， 
1/3，Z 委 2z， 1 区 之 2 或 27, 二 ,1/2 之 x 之 1， 

| 2/3， Xi 27z2 ;2X 之 3 或 27, < zi 1 过 Zr < 3/2， 
1， Xi 太 27x;, XI 之 3 或 27, < zz 之 3/2. 


第 二 万” 随机 过 程 的 数字 特征 


主要 内 容 


随机 过 程 的 数字 特征 是 利用 随机 变量 与 随机 向 量 的 数字 特征 
进行 定义 的 . : 

1. 随机 过 程 {X(t) ,iE 了 在 每 一 时 刻 经 工 的 状态 是 一 个 承 
机 变量 , 它 的 数学 期 望 与 方差 都 是 1 的 函数 ,分 别称 为 随机 变量 的 
数学 期 望 ( 孙 数 ) 与 方差 ( 消 数 ). 

随机 过 程 的 数学 期 望 (均值 函数 ) 


px = ELX(WJ=| xzdFCzD，tET 


为 连续 型 时 ， Lx E) -一 | zxf (r,t) dr, tC 1. 


yx《t) 表 示 X (09 的 所 有 样本 函数 在 时 刻 上 的 理论 平均 值 . 
随机 过 程 的 方差 本 数 
Dx (iD 一 D[IX(CGD] = E{[X() mp TF}, ET 
而 ocx (2) 二 V Dx(t) 称 为 随机 过 程 的 标准 差 . 它们 描绘 随机 过 程 
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X(bi) 在 时 刻 上 对 wx (bo 的 偏离 程度 . 
而 J.《2) 二 EL[X* (2) ] 称 为 随机 过 程 X(bO 的 均 方 值 函 数 . 显然 
Dy (2)=ELX’() |—[LECXCG)) 1. 
2. 对 任意 两 个 固定 时 刻 t,t, ,XX(zi) 与 X(t,) 是 两 个 随机 变 
量 ,其 线性 关系 的 密切 程度 用 相关 系数 p(t ,ts ) 表 示 , 即 
CovCX(zt) ,X(t,)) 
VDLXC)IV DIEXC)T 


Ry(t, ,1, ) 一 El X(t) X(t,)] 一 | Z17Z; f (Xx) 9 半 ? ; ,t, ) dx dx» 


称 为 随机 过 程 X(t) 的 自 相 关 沙 数 ,简称 相关 冰 数 . Cx (4 ,ts) 二 
Cov[LXC), X(t) =E(LXC() —py 0) LX ) —p, C(t,))) 
称 为 随机 过 程 X(z) 的 自 协 方差 函数 ,简称 协 方 差 钞 数 . 有 
Cx (istz) = Rx te) — py tx to). 
3. 给 定 二 维 随 机 过 程 {(X(t) ,YC2) ,tET}), 硅 


. i / 
Flxis Ta Tt 12 9 Vi Yao Yn ofo 9 tn b 


plti yt ) -一 


一 下 《ZTCy19y29 y Yn ta 9 ,i )， 
称 随 机 过 程 X(t 与 Y(t) 相 互 独立 . 

Ryylti ,ts) = ELX(t YG,) 1), t,t ET 
称 为 随机 过 程 XC() 和 Y(2) 的 互相 关 攀 数 . 
Cxy (tists) = E{[ Xt) — px ti) [Ys,) — py (ts)]}, tiste EI 
称 为 随机 过 程 X(t) 和 Y(2) 的 互 协 方差 孙 数 . 


Cxy (ti ,ts) 一 | | [zx—py Ct) yo pCi) fr, yn ,ts ) drdy, 


OO 


R(t ,zt ) =| | Tyf (x, yi;ti ,to) drdy, 
自 有 Cy ,ty ) = Ryy (tt »t2 ) 一 凡人 ) (to) 
各 Cxy lt 2) 一 0 
或 Rxy (ti ts) = py (ti) py tz), tists ET, 
则 称 随 机 过 程 X() 与 Y(z) 不 相关 . 
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4. 若 随 机 过 程 祥 (2) 与 Y(z) (4ET) 相 互 独立 ; 则 XG) 与 YG) 
不 相关 . 反之 ,不 一 定 成 立 . 


疑难 解析 


1. 为 什么 要 引进 随机 过 程 的 数字 特征 ? 

答 ”虽然 随机 过 程 的 分 布 函 数 族 能 完善 地 刻画 随机 过 程 的 统 
计 特 性 ,但 在 实际 问题 中 往往 由 于 资料 不 全 而 难以 得 到 ,而 且 , 囊 
实 上 也 不 总 是 需要 了 解 随 机 过 程 的 全 部 概率 特性 的 , 因此 ,引进 随 
机 过 程 的 数字 特征 可 以 使 实际 问题 的 处 理 变 得 简便 ,从 而 满足 我 
们 的 需要 . 

2. 怎 梓 确定 两 个 随机 过 程 的 独立 性 ? 

答 ”随机 过 程 的 独立 性 是 用 分 布 芳 数 来 定义 的 . 如 同 确 定 两 
个 随机 变量 的 独立 性 一 样 ,对 连续 概率 分 布 情形 ,两 个 随机 过 程 
X(t) ,Y(t) 相 互 独立 的 充 要 条 件 是 . 

(1) Ym 之 1 ,n 之 1; 

(2) 对 于 t,t ,有 fx,f; 91) 一 fy (x;1) fy (y,[), 其 中 
fxCx 和 fyCy,t) 分 别 是 关 (t) 和 YC) 的 nn 维和 mm 维 分 布 密度 . 

3. 相关 函数 有 什么 性 质 ? 

答 (〈1) 对 称 性 ”Rx (ti,t,)= 二 Rx (ts ,41); 

(2) Rx (ti ,ts) 是 非 负 定 的 , 即 Yn 之 1 和 ,ty, 二 ET, 太 
任意 复数 zj ,z,,…,z,,， 有 > > Ryn ,T; ) ZZ; 之 0. 事实 上 


k=1 j=1 


Y， SR 9T; ) ZT 


k=1 一] 


一 > VELXC XC ) jz =E[ 2 XC Dx ) 2) ] 


一 ] ) =] 


一 El Px)al | 宕 0. 
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这 两 条 性 质 对 协 方差 函数 同样 成 立 . 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


在 计算 随机 过 程 数 字 特 征 时 ,除了 利用 定义 外 ,还 应 该 把 握 好 
随机 过 程 与 随机 变量 的 关系 ,利用 随机 变量 的 数字 特征 的 计算 方 
法 与 技巧 ， 

例 1 已 知 随 机 过 程 {(X(2),tET} 的 均值 函数 (zy) 和 协 方 差 
明 数 Cx (ti ,t) » p(t) 是 普通 的 函数 , 求 随机 过 程 Y(z) 一半 (bt 十 
g(t) 的 均值 涌 数 和 协 方 差 销 数 . 

解 ”因为 7p( 六 是 普通 函数 ,有 ELg(2) | 二 g(2), 吉 

pv (四 一 正 LY(Cb] = ELXO + op 
= ELXC2) 1+ ELg(0))] = pC) 十 9 人 (CD， 
Cy tts)= E([YO) — py Ct) YG) — pC) 1} 
= E{[X(2) — p(t) YC) — p(t2))} = Cx lt ,ts). 
例 2 设 有 随机 过 程 X(?) 和 任 一 实数 x, 定义 随机 过 程 
ya = [5 X(t) 忒 工 ， 
0, X(t) > x 
证 明 ;pyy (Ct) 和 Ry(zi ,ts) 分 别 是 XX(#) 的 一 维和 二 维 分 布 函 数 . 

证 设 X() 的 一 维和 二 维 概率 密度 分 别 为 f(z,z) 和 

f(xX1 ;Ta ;ti ts) 


yD= ELYWJ=| yf Dd 
=| filzDdr= F(z,t), 
Ry (t,ts) 
= ELY(zt,)Y(z,) | =| | yi1y2f2 x1 To st ,to) dr dz 
=- 上 | f2 (Xi s .> 了 ,1 dzi dz， -一 了 《1 » To $1 ,£; ), 
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若 考虑 到 对 任意 的 上 ET,Y(G) 是 离散 型 随机 变量 , 则 有 
pt) =ELYCG) J=1°* P{Y()=1}+0* P{Y(z)=0) 
=P{X()<zr)=F (r,t), 
Ry(t,,t,)=ELY() Y(t,) | 
=1]。1* PiY(zt)=1,Y(t,)=1) 
十 1。0* P{Y(t)=1,Y(t,)=0) 
0.。1.。 PiY(t)=0,Y(t,)=1) 
0。0.。 PiY(t)=0,Y(t,)=0} 
=P{IX(i)ETI ,X(t EST} = FF, (xi ,x jt ,ts). 
例 3 随机 过 程 X(t) xw) 
的 梓 本 函数 的 图 像 是 周期 / 
性 锯齿 波 , 其 两 个 典型 样本 / 





函数 的 图 像 如 图 1. 2 所 示 . 产 一 | 
每 个 样本 函数 的 形状 相同 ， 六 
将 上 一 0 以 后 的 第 一 个 零 值  / 
时 刻 记 为 1,. 设 1 是 一 个 OT '。 
均匀 分 布 的 随机 变量 ,有 

5 1/T, 0<t<T, 图 1.2 
fr t 0， 其 它 . 
求 六 (2) 的 一 维 密度 函数 f(z). 

解 ” 由 图 示 的 三 角形 关系 式 得 
X04) = 全 (T—T, +4， 一 TT 十 T, 之 1 之 TT， 
其 中 T=T—T/A. XG()+it= f(X). 
— dT,| _ /1/A,， 0<zr<Ah, 

于 是 fx CD =fn LD] dz 人 其 它 . 





例 4 设 有 随机 过 程 {XC() ,i:ET} 和 常数 a, 试 以 X() 的 相关 
函数 表示 随机 过 程 Y(t) 二 外 (1 十 a) 一 鲜 (#) ,tET 的 相关 函数. 
解 ” 依 定义 有 
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Ry(t,t,)=E([X(, ta)—X() (XC, ta)— XC,))) 
=E[L X(t Ta X(ta) |—ELXC a) X(t,) | 
—ELX()X(, ta) ELXC DG) 
= Ry(tia,ts 二 Ta) — Ry (ta,t,) 
— Ry(t,t, Ta)t Ry ,t,). 
例 5 设 Z02)= 二 XX 十 Yt ,一 co 之 tf 过 co. 若 已 知 二 维 随机 变量 


(X,Y 了 ) 的 协 方差 矩阵 为 ” | , 求 Z(z) 的 协 方差 函数 . 
Pp 02 


解 ” 依 定义 ,利用 数学 期 望 的 性 质 可 得 

C(ti ,to) / 

=E{[(X+Y)— (ptpti) CX+Y,) — Ct pt ) 

=E{[(X—p) + Yt pyti) | CX—py) + Yt, — pta) 

=—E[L(X—p.)(X—p) TELCX—p,)t (Y—py)] 
+Elt (YY—py) CX—py) TELit (YY— py) (YC— py)) 

一 Ca 十 志 Cxy 十 二 Cr tiiteCyy=o1 (ti 二 ty) pttits02. 

例 6 随机 相位 正弦 波 六 (1) = 二 acos(w ot 十 加) ,一 co<t<co， 
其 中 a,w。o 是 正常 数 . @ 是 在 (一 x, 7x) 内 均匀 分 布 的 随机 变量 . 求 
X(t) 的 概率 密度 函数 均值 函数 .方差 函数 和 相关 明 数 . 

解 ” 因 为 @ 的 概率 密度 函数 为 


1/(27), Xp, 
人 9 一 lo 其 它 ， 
所 以 :(1) 依 特 征 函 数 定义 ,有 
px 一 EL] 一 | dxGadz， © 


故 py Cv) 一 Efe™™® = | ef p)doe 
1 ” jna cos(wit+®) 对 cj oosy |] 
2x ~ dp = 2 
依 积分 性 质 , 若 P, (2 是 周期 为 工 的 周期 函数 , 则 
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T/2-ta 了 /72 Jd 
| px(t)di 一 | px t. 


—T/2+a 


1 ” jacosy _ ”各 dz 
| 


比较 式 @ 和 式 @ 得 ,X(t) 的 概率 密度 函数 为 


1 
fy lz) -1 4 
0， 其 它 . 
注意 ”有 的 教材 将 v 瑟 成 1,j 写成 1 写法 不 同 , 实 质 是 一 样 的 . 
(2) 依 定义 ,得 


py Ct) = Elacos(wt®) |= | acos(wt 十 更) 元 dg 一 0 
Ry (t,t,)= a’ ELcos(wt + Becos(wt;+t ®)] 
一 - a 元 cosCot 十 DJ)coskwtz 十 op) do 
= a’ /2 。cosw (1, — 1,). 
(3) 令 二 二 t, 二 1, 则 Ry(z,z) 二 a /2, 得 
ox Ct)= DEXCO)] = E{[XO) — p00)]) 
= EL[X:(2)]—p(t) = Rx(t,t) —0 = a’/2. 

例 7 设 有 两 个 随机 过 程 X(t) 二 Asin(wi 十 四) 与 Y(t) = 
Bsin(wt 十 9 一 9) ,其 中 A,B,w ,9q 为 常数 ,9 为 L0,2rxj 上 均匀 分 布 
的 随机 变量 . 求 Rxy (4 ,ts). 

解 ” 设 ts, 则 

Ryylt ,ts) = E[XC YY,)) 


2 
— | Asin(ot +0) Bsin(wts +0— gq) 2d0 


2 
52 | sinCwii + 0 {sinlwti 十 9)cosLo (ts —t) 一 9 


十 coslwti+Osinlw (ts 一 三 ) 一 Oo )d0 
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2 
0 


一 全 | cos[o 《ti —t)C— 中 | Sinz (wti 十 0)d0 
2 
十 sinl wo (t,t )C— 中 sinCwt) + Ocos(wt + 0) dg | 


— 5ABcos[a (ts 一 五) 一 中 


主要 内 容 


1. 设 X(CO 和 YY(zi 为 实 随机 过 程 , 则 定义 复 ( 值 ) 随 机 过 程 为 
Zt) = TIYOD. 
2. 复 随机 过 程 Z(z) 的 概率 分 布 可 以 用 二 维 随 机 过 程 
(XC) ,YC7))! 的 所 有 nn 十 m 维 分 布 函数 或 分 布 密度 给 出 . 
复 随 机 过 程 Z(G) 的 数学 期 望 为 
pz 人 (bi = ELZO0) At 十 jb ET. 
复 随 机 过 程 ZC() 的 相关 函数 为 
Rzlti ,tz) = ELZ(1) Z(ts)1, bists ET. 
复 随机 过 程 Z(2) 的 协 方差 晴 数 为 
Czslti ,ta)= E{[Z0) —p, Ct) LZ6,) — ,Cts)]) 
= Ry(tiyto) — pti) pte)s tist ET 
Z(t) 的 方差 是 非 负 的 实 函 数 ,为 
Dz(t) =E|Z20) pt) | = Cz(t,t). 
Z(t) 的 均 方 值 也 是 非 负 的 实 范 数 ,为 
V(t) = E20 | = R,(,t). 
3. 对 两 个 复 随 机 过 程 Z1(t) 和 Zs (7) ,定义 
Rz z (t,ts) = ELZi(t1)Z2 Ct,))] 
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为 互相 关 函 数 ， 
Czz ti,ta)= Cov[ Z(t1)2(1,)] 


一 E(|Z. (£1) Hz (1) | Ly (1,) Hz, (1,) 
为 互 协 方差 函数 . 


疑难 解析 


为 什么 要 引入 复 随 机 过 程 ? 

答 引信 复 随机 过 程 既是 数学 上 的 推广 ,也 是 工程 技术 上 的 
需要 ,因为 有 时 把 随机 过 程 表示 为 复数 形式 会 更 加 方便 . 例如 , 许 
多 有 关 谱 函数 的 运算 要 用 到 傅 里 叶 变 换 , 其 中 就 需要 复数 表示 式 . 

一 般 地 , 设 X(t) 是 一 平稳 随机 过 程 ,其 希 尔 伯 特 变换 为 (1)， 
则 实 随 机 过 程 X (2) 的 复 表 示 定 义 为 (1) 二 XX(2) 十 jX(2) ,其 中 
X(t)=Re X00). 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 Ai 服 从 NC(0,04) 分 布 ,4 为 常数 ,k 二 1,2,…,NN, 各 
A 相互 独立 . Z(D) 一 Aie% ,ztE 工 一 [0, 是 复 值 随机 过 程 
求 1 ( 扫 和 民 z(G 大) 

解 因为 二 的 实 部 X(t) = > Aicosbi 和 虚 部 Y(1) 三 


2 Ausingi 都 是 正 态 分 布 的 线性 组 合 ,所 以 Z(t) 也 是 正 态 随 机 过 


程 . 故 
pb 一 ELZGD)] 一 ELXCO 十 jiEEYGD] = 0, 


N N 
RzCti,ts)= E[Z0) Z0)] = El (OD Ae ) (dD Ae ) | 
点 二 1 /一 1 
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一 -SLA, ) en ae] 一 D3 3G) 


k=1 


当下 一 如 时 ， 因为 Kz2t) =0, Cz = Rz(t, ,to) ,所 以 
站 | Zi | = > 
例 2 证 明 : 
(1) Ry (t=E[XC) KD =2LRy (DTIRy (0); 
(2) ELX(CDX(C 一 rz 一 0. 
证 (1) 依 随 机 过 程 的 相关 函数 定义 ,有 
Ry (7)= E[X() X(t—7)) 
= E([XC(t) + XG 7) — XC— 7 
= Ry(r) 十 Re (7) Rexr (rT) ~— 1Rye (7), 
因为 Re (7) = ~—Ry (7)=—Regx lr), 
故 有 E[XCO)XG—70) =2LRy (0 +jR 0). 
(2) 计算 
FE[X() XC(— 7)1= E([XG) + XG + 0 
= Ry(7) + Re (Dn) Rex (0) Ry (7), 


因为 Re(r) 一 一 人 (Cr) 一 一 Rev(zr)， 
ks (Tt) 一 一 长 x (tT) » 
所 以 FEX(CDXCG 一 中 ] 一 0， 


例 3 定义 复 随 机 过 程 X(Cb 二 Yf(z) ,其 中 Y 是 一 个 均值 为 
零 的 实 随机 变量 ,而 Fi 是 一 个 确定 性 的 复 函 数 . 求 X(b 的 数字 
特征 ( 设 f()= 二 ce )， 

解 行 f(2) 一 ce , 则 XCz) 一 cCYeme 2 

ELX(CD)] 一 下 [Y]ce 一 0， 
FE[XCG 十 rz) X= ELYce Yeeniorg 
E[Y’ Je’e Ar 一 jc en ， 

其 中 “= E[Y’]. 
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第 四 节 常用 的 随机 过 程 


主要 内 容 


1. 设 Xr 二 {X(t),tET} 是 一 个 ( 复 值 或 实 值 ) 随 机 过 程 ,和 奇 对 
于 每 一 个 :ET, 都 有 EL[1X(2)1 < 之 oo( 即 二 阶 矩 存在 ), 则 称 Xz 
为 二 阶 矩 过 程 . 
Ty(s,t) 二 (XC) ,X(s)),t,sET 称 为 二 阶 和 矩 沙 数 . 
二 阶 矩 过 程 Xr 的 均值 蚂 数 mm.(2) 二 E[ 关 (2) | 总 存在 .一般 都 
假定 mx.(2) 二 0. 这 时 , 协 方差 函数 化 为 
Cr(s:i = EL[LX(s) X(t)], s,t: ET. 
二 阶 和 矩 过 程 的 协 方 差 葬 数 有 以 下 人 性质 . 
(1) 协 方差 困 数 Cx(s,t) 具 有 埃 尔 米 特 (Hermite) 性 , 即 
Cx(s,t)=Cylt,s), stET. 
车 二 阶 答 过 程 是 实 的 , 则 XQ) 是 实 值 随机 变量 ,Cx(s,t) 是 对 
称 晒 数 , 即 Cy(s,1) 二 Cy (zt,s). 
(2) 协 方差 函数 Cx《s,t) 具 有 非 负 定性 , 邑 对 任意 有 限 个 二， 
t;，…,t, 忆 了 和 任意 的 普通 复 消 数 9(2) ,1 ET, 其 埃 尔 米 特 二 次 型 
2 Dy Cx tist)0(8) 0) > 0. 


大 二 1 }=1 


2. 设 Xt 二 {XCD),tET) 是 一 个 复 值 二 阶 矩 过 程 , 知 对 任意 的 

tisto stssti ET, Ht <i,<t, <<, 有 
E{[X(1,) 一 XC) TX XE 一 一 0， 

则 称 X(5 是 正 交 增 量 过 程 . 

正 交 增 量 过 程 的 协 方差 羡 数 可 由 其 方差 确定 . 有 

Cy(s,t) = Ry(s,t) = or min{s,t)). 
对 于 零 均值 的 正 交 增 量 过 程 Xr 一 (X(t), 1€E[La,6b]}, 定 义 
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F(s)=E[L|X(CG)|], s€E [La,d, 则 

(1) 有 非 负 性 , 即 FCs) 衬 0, sE[fa,6b]. 

(2) Xz 的 协 方差 东 数 Cx(s,t) 二 FCmin{s,t)), s,t€E[a,b]. 

(3) 单调 不 减 , 即 当 st 时 ,FC(s) 志 FC4). 

3. 设 随 机 过 程 Xr 一 {X(z), t€ET) 的 一 切 有 限 维 分 布 函 数 
《Ctyto ;C1 X29 Tn) 当 右 to， 过 时 间 轴 作 任意 平 
移 时 都 不 改变 , 即 对 任意 自然 数 , 任 意 ,tb,… ,tT, 任 意 实数 
ty 当 丘 十 Tyts 十 tc;… ,zt, 十 TEET 时 ,都 有 

F(t Trt tty 十 zyZ "TI,) 
— Fltsty sts; Ti Tas XT, ), 
则 称 X7 一 (X(CDtE 人 为 严 平 稳 过 程 . 
严 平 稳 过 程 的 二 阶 矩 不 一 年 存在. 
4. 设 X7 王 (CET) 是 一 个 复 值 二 阶 算 过 程 ,大 Xr 满足 
mx (tf) 二 mx( 常 数 )， Cx(s,t) 二 Cls 一 2), 
即 协 方 益 函数 Cx(s,t) 只 与 ;一 t 有 关 , 与 s,i 无 关 , 则 称 Xz 为 宽 

关于 平稳 过 程 的 详细 内 容 见 第 六 ,七 章 . 

5. 如 果 对 于 任意 的 n 之 1 及 任意 的 ,ts，…,t, 人 Tn 个 随机 
变量 久 (z) ,X(t,),… ,XX(zt,) 的 联合 分 布 晴 数 是 nn 维 正 态 分 布 葬 
数 , 则 称 随机 过 程 Xr 二 {XG(),t€ET} 是 正 态 随机 过 程 或 高 斯 随机 
过 程 . 

正 态 随机 过 程 是 二 阶 和 矩 过 程 . 

正 态 随机 过 程 的 2 元 特征 函数 是 


plti tes st ;0 ,0,0,) = exp (j 2 Om - 喜 沁 D7 0; Xn0s ); 
其 中 0.,6,,…,0, 为 nn 个 实 变量 ,mm 一 E[ X(#t)j」， A =—=C(t ,tt ) 古 
X(t,) 与 X(t) 的 协 方差 . 

令 现 一 《msmz，… ,1m )，0 一 《0 ,0,，…,0,) 为 向 量 形式 . 令 协 
方差 矩阵 为 
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Ai Ai ”Air 
A2t Azz "Az, 


A A A 
则 > 元 特征 函数 可 写 为 
p(t st» 9 ,t, ;0) 一 exp{(jmg7 — 二 640" )， 


其 中 0 是 6 的 转 置 . 
当 A 是 正定 时 ,和 A” 存在 ,其 nn 维 分 布 密度 旺 数 是 


f\ti,t, 过) 和 
1 1 _ 
GOTTA TA em | 


式 中 YX 一 (zlyZy，…， 工 ). 

正 态 随机 过 程 的 详细 内 容 见 第 八 章 . 

6. 如 果 随 机 过 程 Xr 二 {XC(2) ,t:€ET} 具 有 马尔 可 夫 性 , 即 对 于 
下 中 的 任意 有 限 个 点 5) 过 5s 过 … 过 s, 达 之 zt, 状态 空间 工 中 的 任意 
点 式 ，《i 二 1,2,…,n) 与 zx, 以 及 EE 中 任意 波 雷 尔 (Borel) 集 A, 都 有 
P{X(G) €E A | Xs) = zx, Xs,) = zs KS) = Zz, ,Xs) = Xx} 

= P{X(t) € A | X(s) 一 工 )， 
则 称 Xzr= 人 XGOytE TI 是 马尔 可 夫 过 程 ,而 称 上 式 具 有 马尔 可 
夫 性 . 

马尔 可 夫 过 程 的 详细 内 容 见 第 三 、 四 章 . 

7. 设 Xr 二 (XQ),tET} 是 一 个 随机 过 程 ,如 果 对 于 任意 自然 
数 n 宇 2, 以 及 任意 的 二 ,t,t ET, 且 二 过 ts 过 … 之 t, ;过程 的 增 
量 义 (zt,) 一 X(t1),…,X(z,) 一 X(t) 相 互 独立 , 则 称 Xz 为 独立 增 
量 过 程 . 

设 有 独立 增 量 过 程 X7, 如 果 对 于 任意 实数 tc 二 0, 以 及 任意 
it 十 tt 十 cET, 且 过 ts ,随机 变量 六 GQ, 十 7) 一 六 十 7 与 
X(t,) 一 X(t) 有 相同 的 分 布 , 则 称 Xz 为 平稳 独立 增 量 过 程 . 
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独立 增 量 过 程 Xr 是 马尔 可 夫 过 程 . 

如 果 独 立 增 量 过 程 Xt 二 {X(t),tET} 是 一 个 均值 为 零 的 二 
除 矩 过 程 , 则 Xr 也 是 一 个 正 交 增 量 过 程 . 

8. 实 值 随机 过 程 Xx 二 {XQ),tE10,o0)} 如 果 满 足 : 

(1) Xr 是 平稳 独立 增 量 过 程 ， 

(2) XX(0) 二 0( 或 P{X(0) 二 0)= 二 1)， 

(3) 对 任意 s,t 宕 0,X(z) 一 X(s) 服 从 正 态 分 布 

NO0,g |1—s|), o>0 

(参数 o 反映 各 种 不 同 过 程 的 特性 ) , 则 称 {X(z) ,iE1L0,co0)) 为 维 
纳 (Wiener) 过 程 或 维 纳 - 列 维 (Levy) 过 程 ,或 布朗 运动 过 程 . 

蔡 Xr 二 {X(t),t 之 0) 是 维 纳 过 程 , 则 y(t)= 二 ELX()j]==0， 
CCCs,t) =g min(s,t}, s,t2>0. 

维 纳 过 程 是 正 态 过 程 . 

9. 设 随机 计数 过 程 {N(z) ,t 守 0) ,其 状态 仅 取 非 负 整 数值 , 且 
满足 : 

(1) 零 初 值 性 ”P{N(C0)==0}=1. 

(2) 平稳 性 对 任意 的 之 5 之 0,At>0, 有 

P 人 NG 一 NG |=&} 
一 局 人 NGCt 十 Ab 一 NG 十 Ai) J}=£k}, R 之 0. 

(3) 对 任意 正 整 数 及 非 负 实数 0 委 加 委 太 委 … 委 如 ,有 

NTD) 一 和 GD)，NG) 一 从) NG) 一 人 (人 1) 
相互 独立 . 

(4) 随机 性 PILENG 二 Ab 一 NG)] 一 0) 一 六 0<D<1， 


及 > P(ENG+ A 一 NGO] 一 朋 一 1, tiAt 之 0. 
G) 单 跳 腾 大 
lim>) 了 仆 NG 十 AD 一 NG] 二 和 关 一 0， 


Ar 0 =? 


则 称 随 机 过 程 为 泊 松 (Poisson) 过 程 . 
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大 (X(t) ,t 之 0} 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 , 则 


P{N() =—h) = er*， k=0,1,2,..， 


Csyt)=Aminisst}, 3 之 0， 
泊 松 过 程 的 详细 内 容 见 第 二 章 . 
此 外 ,还 有 园 (iMartingale) 过 程 、 随 机 点 过 程 等 . 有 兴趣 的 读 
者 可 上 自行 学 习 和 研究 . 


疑难 解析 


1. 宽 平 稳 过 程 与 严 平 稳 过 程 有 何 联系 与 区 别 ? 

答 ” 宽 平稳 过 程 是 一 个 二 阶 矩 过 程 , 它 的 一 阶 统计 特征 与 二 
阶 统计 特征 不 随时 间 的 推移 而 改变 ,但 并 不 是 一 切 统 计 特 征 都 不 
随时 间 的 推移 而 改变 . 而 严 乎 稳 过 程 的 一 切 有 限 维 分 布 都 不 随时 
问 的 推 欧 而 改变 ,从 而 对 平稳 性 的 要 求 比 宽 平稳 过 程 更 严 , 这 就 是 
它 锐 称 为 严 平稳 过 程 的 原因 . 

一 般 , 严 平稳 过 程 的 二 阶 矩 不 一 年 存在 ,因而 未 必 是 二 阶 符 过 
程 ,也 不 一 定 是 宽 平 稳 过 程 . 当 严 平稳 过 程 的 二 阶 矩 存在 时 , 它 一 
定 是 宽 平 稳 过 程 ,例如 正 态 随机 过 程 . 

2. 为 什么 独立 增 量 过 程 是 马尔 可 夫 过 程 ? 

答 设 (XCD:iET) 是 独立 增 量 过 程 . 取 全 =[0,o0) ,规定 初 
始 分 布 P{X(0) 二 zo}) 二 1, 则 对 任意 0 二 过 过 之 ,过 t, 显 然 
XC — XS X=X0)—XO) XO , XC,) — Xz), 
,X(t 1) 一 六 (z,_,) 相 互 独 立 . 所 以 ,已 知 (zt) 时 ,XX() (一 
XD)— XC TX))S XG), Xt,) (=X(,)— X(t,)+ 
XGO))， XI 一 XiD) 一 XG ) 十 XG 7)) 相 互 独立 . 
从 而 {XO2) ,tfE 了 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 . 

特别 地 , 若 独 立 增 景 过 程 {XX(4) ,1 ET} 是 一 个 均值 为 零 的 二 
阶 矩 过 程 , 则 {X(t),t1ET) 还 是 一 个 正 交 增 景 过 程 . 因为 , 当 
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t,ET,i=1,2,3,4, 有 8 tt ts 时 , 恒 有 
ELXCe) — X01)] TX) — X00)]) 


= EL[X(t,)— X(t) |E[X(,) — X(t,)| = 0, 
故 {X(z) ,ttET}) 是 正 交 增 量 过 程 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


熟悉 各 种 随机 过 程 的 定义 ,性 质 和 特点 ,是 辨析 、 区 分 随机 过 
程 的 条 件 , 更 为 重要 的 是 从 问题 的 表象 找 出 本 质 的 东西 . 

例 1 一 个 正弦 振荡 器 ,由 于 器 件 的 热 噪 声 和 分 布 参 数 变 化 
的 影响 ,输出 的 正弦 波 可 视 作 一 个 随机 过 程 X(2) 二 Asin(Qt 十 9)， 
其 中 振幅 A, 角 频率 2 和 相位 8 是 相互 独立 的 随机 变量 . 设 


2 2 0 去 二 A 要 
fa a) -1 o/h oii 

0， 其 它 ; 

1/100， 250 迄 ww 过 350， 
fo lw) -一 四 其 它 ， 

17/(2r) ， 0 二 0 二 2 区， 
716 一 lo 其 它 . 


求 X(2) 的 一 维 概率 密度 并 确定 X(2) 是 否 一 阶 平稳 过 程 . 

解 设 Y(i) 二 sin(wt 十 8@), 其 中 w 是 常数 . 由 于 对 任意 时 刻 
15Y zi) 不 是 旬 的 单调 函数 ,可 以 用 特征 函数 法 求 得 

p(y) = {Ye |y |<1, 
0， 其 它 . 
又 议 民 0bD= 一 asin(ot 十 B) 一 caY(CD) ,其 中 ao 为 常数 , 则 
2 了 
fz) = f(z dy -ev ~z), |z|<=a, 
~ (2 ) dz 0， 其 它 . 

比较 XQ) 与 Z(2) 知 ,ZCQ) 二 X(t|A 二 a,00= 二 w), 即 ZCi) 是 X(Cb 的 
条 件 形 式 ,因此 有 
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f zz) 一 fxia, n(x | a »w). 


故 。 f(z) 一 | flr yayw) dade 





| 
= [fence | eft fa dad 
-| 


2 
i A:— x? 0 三 工 夺 Ao， 
0， 其 它 . 

可 以 看 出 fx《x) 与 1 无 天, 所 以 知 XQ) 是 一 阶 平稳 过 程 . 

例 2 设 有 随机 过 程 X(t) 二 f(z 十 v) ,其 中 f(z) 是 具有 周期 
TT 的 周期 波 ,v 是 区 间 (0, 了 内 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 ,证 明 : 


X(ti) 是 平稳 随机 过 程 ， 
证 ”由 题 设 知 
17/ 工 ， O < < 1, 
Fo 一 , 其 之 
于 是 可 以 求 得 


oo T 
E[X()]= | z(t) fw dv = | f+ 中 二 dv 
十 Uv 二 $ a I 
一 一 一 二 二 | Cds = 二 | f(s)ds = my.， 
T 
R, C4 ,1,) = EELXCG XG,)] = | fc vw f(t, ) 二 da 
= "ff +h mt) 
三 1 RY 入 > 1 . 
一 于 | FoAGs+t — ti)ds 
个 0 之 l 


] 1 
一 于 | Co7G 一 Dds， tt,，, 
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所 以 X() 是 平稳 随机 过 程 . 

例 3 设 XX(1) 一 AcosGt 十 Bsin8Gt (0 声 1 过 1), 其 中 A,B 相互 
独立 ,是 服从 正 态 分 布 NC(0,0 ) 的 随机 变量 ,6 是 常数 ,证 明 :XC) 
是 二 阶 短 过 程 . 

证 因为 E[ XG) |=E[ A |cosGt 十 E[B |]sinGt， 

DIXG))= ELX (| =o, 01t1, 
所 以 二 阶 甜 存在 , {X(t) ,EL0,1j) 是 二 阶 和 矩 过 程 . 

例 4 这 六 一 Xo 十 好 ,ao<i 和 0, 其 中 Xu 与 Y 是 相互 独立 
且 服 从 No0,LD) 的 随机 变量 .证 明 :X(b 是 二 阶 和 矩 过 程 , 又 是 正 态 
随机 过 程 . 

证 因为 X,,Y~N(0,1), 所 以 对 每 个 :ET 二 [a,65j],X(z) 服 
从 正 态 分 布 NC(0,1 十 *). 事实 上 ,有 

FE[ X02) | = ELX, j++ E[Y | = 0, 
DLXG) | = DLX, +#EDLIY]=1+r, tt€[a,b), 
Rx (tists) — Cxltists) = 1+its, ti,t, € [a,b], 
从 而 XO 是 二 阶 矩 过 程 . 
因为 XQ) 二 XX 十 Yt ,所 以 Xt) 二 XX 十 Yi,, i 二 1,2,…,n, 今 


入 0 十 Yit 1] 让 
人 -| | Co ] 

: Y : : 

Xo 十 Yt， 1] 了 


于 是 立 二 CE. 由 于 是 服从 二 维 正 态 分 布 的 随机 变量 , 则 依 n 维 正 
态 分 布 的 性 质 ,X 是 正 态 分 布 的 随机 变量 , 即 (X(z)), X(t,),…， 
X(t,)) 服 从 nn 维 正 态 分 布 . 从 而 XC() 是 正 态 随机 过 程 . 

例 S$ 在 独立 重复 试验 中 , 若 每 次 试验 时 事件 A 发 生 的 概率 
为 六 (0< bp<1). 以 XC(n) 记 进行 到 nn 次 试验 为 止 A 发 生 的 次 数 . 
证 明 {X,,n 二 0,1,2,…} 是 一 个 独立 增 量 过 程 . 

证 显然 , {X,, n= 二 0,1,2,…) 服 从 二 项 分 布 , 记 XX, 一 
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blnsP); 则 称 {X, ,7 二 0,1,2,…}) 为 二 项 过 程 . 令 YY, 二 (nn) 一 
X(n 一 1]),n 王 1,2,…, 则 YY, 是 第 n 次 试验 时 A 发 生 的 次 数 , 故 有 
PiY,=~=0}=1~—p, PI{Y,=1})=p, n=1,2,°, 
Xntm)—AXn)~bm,p), n=1,2,……, 

所 以 (X,， 7 二 0,1,2,…}) 是 一 个 平稳 独立 增 量 过 程 ， 

例 6 设 一 质点 自 坐 标 轴 原点 沿 轴 作 随机 游 动 ,每 隔 1 秒 以 
概率 p 向 右 移动 1 格 (单位 距离 ) ,以 概率 g= 二 1 一 p 向 左 移动 1 格 . 
以 六 (0) 记 质点 在 第 n 秒 至 十 1 秒 间 的 位 置 ,证 明 ; 关 (nn) 是 一 平 
稳 独 立 增 量 过 程 . 

证 义 (n) 的 分 布 为 

P{X(n) 一 大》 





中 叶 写 、 nk 
Cp dd ， 当 | 有 | 过 且 5 为 整数 时 ， 


0， 当 | | 或 < 广 《 为 非 整 数 时 
增 量 X(Cnz 十 2 加) 一 CD 的 分 布 为 
P{X(n+m)—X(n)=7) 


“os . 7 十: 
CY pg ， 当 | 让 <m 且 呈 二: 为 整数 时 ， 


0， 当 |i|>mm 或 一 为 非 整 数 时 . 


例 7 设 {(X(),tET} 是 实 正 交 增 量 过 程 ,TT 二 [0,oo),X(0) 
一 0,£ 是 一 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 ,车 对 任 一 : 宇 0,X(z) 都 
与 相互 独立 . 求 Y(1)= 二 和 XQ) 十 &,t1E[0,co0) 的 协 方差 渗 数 . 
解 ” 因 为 ELX()]=0, ELéj=0, 
所 以 E[YCQ)] 一 ELXCD] 十 ELS = 0, 
CyCs,t)= ELY()Y()] = E(LX(CS) 十 避 [LXCD + 
= EL[XCs)X() + ELXC)E] + ELXCG) EE[e)] 
~ Cx(s;2) 十 1 = 二 F(min(s,t}) 十 1. 
例 8 设 {W(Q),t 之 0} 是 以 为 参数 的 维 纳 过 程 , 求 下 列 过 
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程 的 协 方差 函数 : 
(1) WGQ) 十 At，(A 为 常数 ) ; 
(2) WO 二 六 (1)， X(t)~N(0,1) 上 且 与 W(z) 相 互 独 立 ; 
(3) eaW(Ct/a  ) ，a>>0 常数 . 
解 (1) 令 Y()= 二 WGQ) 十 Az, 则 
ub2) =ELW(C) J+AEL]=Ar, 
而 Cy (ti ,to)= El(LW(t) Atm— At WC) A — A,]) 
一 E[W() WCG,) | =o min(t,t,}, t,t, > 0. 
(2) 令 Y(2)= 二 WGQ) 十 XQ), 则 
py Ct)=ELW(C) +ELX() |=0, 
Cy (t,t2)= E{[W(#) + Xe J[Wes,) + Xe, ]) 
= E[WCG WG,)] + EC[WG, ) Xi,] 
+ E[W(z,) Xr | E[L Xr, Xt, | 
一 gmin{ti,t,} tit,, t,t, > 0. 


(3) 令 Y(D=aWG/a), 则 jy)=a* 二 ELW(D] 一 0 
Gists)= HaWl /a aWl, /a )) = a FW /a WG, /a’)] 


~ ag min{ti/a’ ,t,/a’} = ominlti,t,), t,t, > 0. 
例 9 设 {(W(),tEL0,co)} 是 以 of 为 参数 的 维 纳 过 程 ,a 为 
一 固定 正 数 , 令 (2) 二 W(a 十 站 一 WCG),t1E[0,00), 求 m(1) 二 
E[ X() | 与 Cy(s,t)=CovLX(s), XC) |]. 
解 。 mC) 二 ET[XG)]=E[W(at) |—E[WG)|=0, 
Cx Cs,t)—= CovL XCs), XC) | = ELXCs) XC))] 
= E[W(la+ Wlat+t) —W(lat Wu) 
—W(latDWO) WCWU) | 
一 gminla 十 sya 十 t} 一 gmin{a 十 $5,z) 
—g min(a+ t,t} — omin{s,t) 
加 0， a 之 | tt 一 s|， 
-让 
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主要 内 容 


1. 如 果 N(z) 表 示 到 时 刻 z 为 止 某 一 事件 A 发 生 的 总 数 , 则 
称 {N(z) ,t 宇 0) 为 计数 过 程 . 它 是 一 个 状态 取 非 负 整 数 . 时 间 连 续 
的 随机 过 程 . 

计数 过 程 满足 以 下 条 件 : 

(1) N(2) 之 0, 是 一 个 正 整 数 ; 

(2) 如 果 有 两 个 时 刻 s 和 :, 且 ;过 i, 则 NGC) 夺 NG); 

(3) 对 于 :< NG) 一 NCs) 代 表 在 时 间 区 间 Ls,tj 内 事件 A 出 
现 的 次 数 . 

在 计数 过 程 {N(G) ,tz 宇 0} 中 ,如 果 在 不 相 重 番 的 时 间 区 间 内 出 
现 A 的 次 数 是 相互 独立 的 , 则 称 No 为 独立 增 量 过 程 . 

在 计数 过 程 {N(z) ,之 0} 中, 如果 在 任 一 时 间 区 间 内 A 发 生 
的 次 数 只 与 时 间 的 长 短 有 关 , 而 与 起 始 时 刻 无 关 , 即 六 (十 ?) 一 
N(z) 仪 与 有关 而 与 t 无 关 , 则 称 该 过 程 为 平稳 增 量 过 程 . 

2. 奉 计 数 过 程 {N(z) ,t 之 0} 满足: 

(1) N(0)=0, 

《2) 是 独立 增 量 过 程 , 又 是 平稳 增 量 过 程 ， 

(3) 对 于 充分 小 的 上 ,在 (tt 十 Ai 内 出 现 一 次 事件 的 概率 为 

P{N(z,t At) = 1} 一 AAA 十 oCAb)， 
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其 中 4 二 0 为 常数 , 称 为 过 程 N(z) 的 强度 ， 

(4) 对 于 充分 小 的 At, 在 (t,t 十 At) 内 出 现 两 次 或 两 次 以 上 事 
件 的 概率 为 oCAz) , 即 

PIN(Gt At) ~— NG) > 2} = o(At), 

则 称 此 计数 过 程 {NG) ,t 宇 0) 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 . 相应 的 事件 
流 ( 即 事件 出 现 的 随机 时 刻 ,ts,…) 称 为 强度 为 4 的 泊 松 流 . 

3. 泪 松 过 程 {N(z),t 宇 0} 在 时 间 区 间 [i ;十 寺内 xn 次 出 现 
事件 A 的 概率 为 


P{[NG + — NG)]=n} = WY ex, 4 = 0,1,2,... 


4. 泪 松 过 程 的 数字 特征 : 

(1) 均值 E[ NGs 二 t,t0) |] 二 42; 

(2) 均 方 值 E[N? (zt 二 1,10)] 二 GQ2)? 十 At; 

(3) 方差 DLNG 十 如 各)] 一 At 

(4) 协 方差 困 数 “CN (0 ,ft,) 王 Amin(t) ,2,) ,t,t, 守 0; 

(5) 相关 函数 ”R、() ,zt,) 二 Xtt, 十 Amin(z) ,t,)， 
当下 王妃 时 ,有 Rit) 一 ALL 十 和 D。 





疑难 解析 


为 什么 沪 松 过 程 定义 (主要 内 容 2} 中 的 条 件 (3)、 (4) 写 主要 
内 容 3 是 等 价 的 ? 
答 ” 这 实际 上 是 泊 松 过 程 的 两 个 不 同 定义 . 因为 , 记 P, (2) 二 
P(NG) 一 n}= 王 PILNG) 一 N(0)]= 二 nn) ,而 区 间 [0,t 十 Atj 可 以 分 
为 不 相 重 午 的 时 间 区 间 [L0,zj]| 与 (i,t 十 Atj, 在 (0,z 十 Atj 内 出 现 
k 个 事件 可 以 写成 
P, (t+ At)= P,(t) Po (CAL) P(t) Pi (At) o(Ar) 
= P,(t)[1—AAtt P, (DAAt + ol At), 
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则 EAD 一 一 Pi(D) 十 MPLi(CD 十 2 
At At 
令 At 一 0 ,得 
家 生生 十 MP 一 PLD， 一 1,2， 


该 式 是 一 系列 递 推 微分 方程 式 . 
在 [0,t 十 Aztj 内 不 出 现 事 件 可 以 写成 
P, (t+ At) = P(t)P, (At) = P(t) [1 AAt+ oA ), 


则 A P, 2) — xP， (CD 十 和 Ge， 
邻 At-~>0 ,得 
Dp, (SP =Boe™. 
由 假设 P,()=P{NG)==0}= 二 P{[NG)—N(0) | 一 0)， 
得 P,(0)=P{N(O0)=0}=1=>B=1=>P,(t)=e ™. 
当 递 推 微 分 方程 式 中 有 =1 时 ,有 
dP, () 





下 十 AP1(t) 一 人 Pt 一 Me 


解 得 P(t)=e™ Qt+B). 
因此 Pi(0) = P(NCO) = 1} = 0=>B, 一 0 全 PC 一 Me 


逐次 利用 递 推 币 分 方程 式 , 并 使 用 数学 归纳 法 可 得 
P, (1) 一 er 9 


即 P (=P{[NG)— NGO)]= =n) = -oe 


由 于 是 平稳 增 量 过 程 , 故 
P{[NG + — NG)]=n) = A Ex = 0,1,2,... 





从 而 ELNCz)] 一 Xz, 即 EIN] | 因此 4 是 单位 时 间 内 事件 出 
现 的 平均 次 数 
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方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


认真 理解 油 松 过 程 的 定义 是 确定 随机 过 程 是 否 为 泊 松 过 程 的 
基础 ,通常 通过 计算 PtY(i) 一 &)} 来 确定 泊 松 过 程 的 强度 . 在 计算 
泊 松 过 程 的 数字 特征 时 ,要 善于 利用 计算 随机 变量 数字 特征 的 技 
巧 与 方法 . 

例 1 设 在 时 间 区 间 [0,j 内 到 商店 的 顾客 数 六 (ti 是 强度 为 
4 的 泊 松 过 程 ,每 个 顾客 购买 货物 的 概率 为 p, 不 购 货 物 的 概率 为 
1 一 pp, 且 他 们 是 否 购 买 货物 是 相互 独立 的 . 令 Y() 为 (0,7?) 内 购买 
贷 物 的 顾客 数 , 证 明 :;{Y() ,tz 宇 0} 是 强度 为 4p 的 泊 松 过 程 . 

证 显然 Y(0) 二 0,Y(z) 是 独立 增 量 过 程 和 平稳 增 量 过 程 . 


P{Y() =&k}= > P{NG) = iP(YG) 一 有 | NG) = 
i 二 上 


= >， 4e Cepe(1 一 力 ) 一 
re 2 





— 所 A*e A zz kk 汪 k 
和 HG 一 DT P) 


2 1! 


Mep’ [A(1— p) ] 


< kk! (Gk)! 
_ QAp)e pa-nl Ap)e™ 
k! kl | 


wi 


| 
iii 


由 上 述 可 知 , {YGQ),t 宇 0} 是 强度 为 4p 的 泊 松 过 程 . 
也 可 以 这 样 证 明 . 对 任 一 t 汪 0, 有 


P{YQ@) =&)= >》 P(YCD 一 有 | NO) =k+n}P{ING) = k++n) 





一 对 (AL) —A 
一 2, Cemp ll p) Ei 


ye Apt}[AC Oo— pT 
= kin! 
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一 ex Mt 3 [ACl pt 
" 用 家 玉 ， 
一 e 尺 GAN) ap _ ep CApt)” 
1 kl 


所 以 ,(Y(2) ,ts 宇 0} 是 强度 为 4p 的 泊 松 过 程 . 

注意 ”两 个 证 法 有 所 不 同 . 前 者 是 在 上 确定 的 情况 下 ,对 每 一 固 
定 的 t 讨 论 的 ,Y() 是 一 随机 变量 ,所 以 P{Y(z) 二) 中 不 含 后 者 
是 对 任 一 上 讨论 ,所 以 PIYQ)== 让 中 含 z. 在 以 后 的 解 题 中 要 注意 
泊 松 分 布 与 泪 松 过 程 的 区 别 , 泊 松 过 程 的 概率 和 数字 特征 都 含 t; 而 
泪 松 分 布 不 含 t, 但 泊 松 过 程 的 每 一 固定 的 :可 以 用 泊 松 分 布 处 理 . 

例 2 通过 某 十 字 路 口 的 车 流 是 一 泊 松 过 程 . 设 1 min 内 没 
有 车 辆 通过 的 概率 为 0.2, 求 2 min 内 有 多 于 一 辆 车 通过 的 概率 . 

解 ” 以 N(2) 表 示 在 L0,z) 内 通过 的 车 辆 数 , 设 {N(1),t 宇 0} 是 
让 松 过程 , 则 

PIN(#) = k} = v(t) = Qo, k= 0,1,2,..,， 


故  P{N(]1) = 0} = w(]) = 二 ee? = 0.2=>4 一 一 ln0. 2， 
P{N(2) > 1) 
~ 1— PN(2) 友 1) = 1 vw(2)— vw (2) 
一 1 一 es“ 一 21e2” 一 1 一 (0.2) 十 2ln0.2 。(0. 2)2 = 0. 83. 
例 3 在 时 间 : 内 问 电 话 总 机 呼叫 次 的 概率 为 p,(k) 一 
A 


&Te ,一 0,1, 2 其 中 >0 为 常数 . 如 果 任意 两 相 邻 的 时 间 间 


坑内 的 呼叫 次 数 是 相互 独立 的 , 求 在 时 间 2: 内 呼叫 ”次 的 概率 
P,, (n). 

解 ” 以 A 记 时 间 2: 内 呼叫 n 次 的 事件 , 记 第 一 时 间 间 隔 内 呼 
叫 为 瑟 ;, 则 PCH) = 二 P,(&), 第 二 时 间 间 隔 内 PCA |H,)= 
P, (2 一 上 ) 成 立 ,于 是 

SS 加 A -， 2 
P,,(n)= 2 PCk) Pln &) = > 个 re 
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a A 了 
2 ET ET © A C 71 


二 1 记 二 0 


_ A pn _ (ZN) e2 


nl ni 
例 4 设 随 机 变量 X,Y 相互 独立 ,并 分 别 服从 参数 为 X41 和 
的 泪 松 分 布 , 证 明 . 


P(X=k|X+Y=n) -Ga 0 ) . 


证 ”由 概率 论 中 的 卷 积 公式 并 依 独 立 性 ,有 
P {Xi+Y=n }= > P {X=i, Y=n—i }= > PX=i }P (Y=—n—1i) 

















SAA lt - nl iy ni 
一 之 ne cD 一 有 之， Tn 
Ai 十 和 az ) 一 CN 十 1 ) 
n | ’ 
又 由 概率 乘法 公式 可 得 
一 _%\— P(X=k,X+Y=n) 
P{zr=k|X+Y=n} PXT Ye 
~ PAX=hbY=n-k PX=RPY =n—k 
PX+Y = PIX+Y = 
一 Es A e /Se 








A k 1 rr 天 
es @ i ) 
例 5 X, Xs,…, XX, 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 随机 变量 
Y 一 Xi. 证 明 , 若 X, 是 服从 参数 为 1 的 泊 松 分 布 , 则 Y 服从 参 
数 为 hy 的 泊 松 分 布 , 且 2y 二 > 


解 ” 因 为 X; 的 特征 区 数 pg,(v) 二 exp{h;《e" 一 1)), 由 独立 
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性 ,Y 的 特征 函数 


py (Vv) 一 Toy, (v) = exp{ > 1.(er — 1)) 
f=] t+ 一 】 


= exp1 (DAi) Ce —1))= exp(hy(ez — 1))}. 


ti 一】 


其 中 心 一 >. 故 Y 服从 参数 为 *y 的 泊 松 分 布 . 
例 6 设 X(t) 是 参数 为 4 的 泊 松 过 程 ,证 明 :X(7) 的 特征 孙 
数 为 p(w) 二 E[e*]==e*< ;对 过 41 及 两 个 整数 m. 和 ,有 
P(X ) =m XG) = min) = eam 一 让 站 


mln 


天 
证 因为 P{X(D 一 全 一 全 和 er 一 0,1, 2 
一 
所 以 ov)=E[Le™®?]= > ， job 一 2 


一 “> (e (A 
一 ex ejv — Xe” -DD 
由 于 当 松 过 程 是 独立 增 量 过 程 , 故 
P{X(1) = m, X(t,) = mn) 
= P{X(t) = m, X(t,) — Xt) =n) 
= P(X(t) = m} P(X(t,) — X(t) = nn) 
一 eX ee 一 (po 一 ) i 一 Ez Mn 和 
例 7 设 {N(2),t 之 0} 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 ,定义 随机 过 程 
YQ) 二 N(t 十 L) 一 N(2) ,常数 工 >0, 求 Y(b 的 均值 函数 和 相关 
果 数 . 
解 Yo) 的 均值 函数 


pr (t)= ELNG+LL)— NG)) 


1 “。 
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一 天 [NG 十 工 )]j 一 ELNCGD = 十 工 ) 一 是 一 并 
Y( 刀 的 相 郑 数 
RvG ,ts)= E{LNGt T+) — NOG) LNG2 LL) 一 NGC)]) 
~ E[NG TNG,+L) I— ELNG, + L)N(G,)] 
— ELNCG NGC, + L)]+ ELNG, NG,)] 
一 让 @ 十)% 十 中 十 Amin(ti 十 Ly 十 L} 一 XE 十) 
—Amin{t 二 Le} —Xt (t+D—Amin(t ,b+ LL) 
二 Atits Amin{z ,t,) 
二 AL 十 Amin{#y 十 L,i, 十 L}) 十 Amin(z, ,zt,} 
—Amin(ti 十 L,t,} —Amin(tiyt, 二 + LL} 
= tr|)，|z| 志 上 , 
LL, Irt| 寺 LL, 
例 8 设 顾客 到 达 商 场 的 速率 为 2 个 /min, 求 : 
(1) 在 5 min 内 到 达 顾 客 数 的 平均 值 ; 
(2) 在 5 min 内 到 达 顾 客 数 的 方差 ; 
(3) 在 5 min 内 至 少 有 一 个 顾客 到 达 的 概率 . 
解 ” 以 N() 表 示 在 [0,z) 内 到 达 的 顾客 数 , 显 然 {N(7) ,之 0) 
是 沂 松 过 程 ,4 二 2, 则 当 t 二 5 时 ,NN(5) 服 从 泊 松 分 布 
PIN(5) = k} = CX 0, k=0,1,2,.…. 


故 (1) E[N(5)]=10; 

(2) 也 | N(5) |=10; 

(3) P{N(5) 守 1]}=1— P{N(5)=0}=1~e ". 

例 9 设 {X(),t 宇 0} 是 一 个 独立 增 量 过 程 , 且 X(C0) 王 0, 乔 
有 F(t) 表示 X(2) 的 方差 函数 

F(t) = E{(X(1) — ELX() }, 
(1) 证 明 XQ) 的 协 方差 函数 Cx (1,s) 满 足 
Cx lt,s))=E{[XG)—E(X()} XC) —E(XC)})) 


tr 二 t,t. 
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=Fl min(s,t) ]; 
(2) 对 应 让 松 过 程 求 出 F(z) 和 Cx (ts). 
解 (1) 依 定 义 , 设 ELXQ)j 二 p02). 若 1 过 :; 则 
Cx Ct,5)=E{LXC) pC) EX Cs) — ds) ]) 
=E{[ X(t) —(t)] 
“ [XCs)—pls) +X mp — XH + )) 
=E{[X() (1) ) 
+E{L XC pI XG) — pls) — XC) )) 
=F(D+E(LXCO) pC J E(XC) —p(s) — XO + 2)) 
= F(t). 
右 上 人 5 类 似 可 得 Cy (zt,s) 二 FCs), 故 
Cx (is) = Flmin(Cs,t) |. 
(2) 对 泊 松 过 程 XG),E[ XC()]==4t, ELX’ (1)] 二 At 十 C01)?， 
故 F(t) =At. 
由 题 (1) 得 Cxlt,s)—=Amint{t, sy. 
例 10 设 X1(#) 与 X,(z) 是 两 个 参数 分 别 为 4 与 4 的 泊 松 
过 程 ,证 明 :X(z) 二 Xi (1) 十 X (1) 是 参数 为 十 4 的 泊 松 过 程 ， 
X() 二 Xi1(2) 一 X(t) 不 是 泊 松 过 程 . 
证 因为 
Px (v)=ELe™'? |]=exp{Ait(e"—1)), 
Px, v) ~—E[e™:"? ]=exp{(Ast(e"—1)), 
而 Xi (2) 与 X(t) 相 互 独立 ,所 以 
Py (v) = Px, Cv) px (v) 一 expl (Ai 十 As)t(e” ~ 1)}， 
从 而 敌 X() 服 从 参数 为 4) 十 4s 的 泊 松 分 布 . 
对 于 XX(2) 二 X, (1) 一 尺 , (1),， 有 
p.(V) = Er ei"x() ] 一 El eX 0 X00]] 
= Ef[e™"]Elei™?] 一 Px (px (— v) 
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= exp{(Ait(er 一 1))exp(Azt(e 了 一 1)) 
= 一 exXp{A; ten 十 Aste 一 (Al 十 AD7t. 
故 px(u) 不 是 泊 松 过 程 的 特征 函数 , 即 X(z) 不 是 泊 松 过 程 . 


第 二 节 ”与 泊 松 过 程 有 关 的 千 干 分 布 


主要 内 容 


1. 设 N(1) 表 示 在 [0,t) 内 事件 发 生 的 次 数 , 义 ,(n 之 1) 表 示 第 
n 一 ] 次 事件 发 生 到 第 n 次 事件 发 生 的 时 间 间 隔 , 则 {XX, ,2 之 1) 称 
为 到 达 时 间 间 隔 序 列 . 

咎 (NG ,t 之 0}) 是 泪 松 过 程 , 则 {XX, ,n 宇 1} 是 相互 独立 且 服 从 
参数 为 4 的 指数 分 布 的 随机 变量 序列 . 

2. 以 人, 记 第 2 次 事件 发 生 的 时 刻 , 则 

T= > Xi 之 1)( 了 T = 0), 

且 Fr (2) = 1— Fvw Ck—1), k= 1,2,.. 


对 (NGC it0) Fr (一 1 一 e “2 及 fr (1) — Ae™ 


CE)™ 


有 E{T |]=n/A, DLT, J]=n/X’, 
月 E[T J]=nEL X, ]， 
A 
特征 函数 Pr, (WT oy 


3. 设 {N(),t 衬 0} 是 一 泊 松 过 程 ,又 设 N(t)= 二 n, 则 事件 发 生 
的 ni 个 时 刻 1 9 1, 9s"""9 1, 的 联合 分 布 密度 是 
fltistar ts) = n/t 0 <it, it. 
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疑难 解析 


1. 为 什么 强度 为 4 的 泊 松 过 程 {NGo ,过 0) 的 到 达 时 间 间 隔 
{XX, ,7 之 1} 是 参数 为 4 的 指数 分 布 的 独立 随机 变量 序列 ? 
答 ”因为 事件 改 : 之 妖 等 价 于 人 NG 三 0) , 故 
P(Xi >t}= PING) = 0}=e, 


或 PX <H -1 之 
0， t < 过 0. 
所 以 Xi 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 . 而 
P{X,>t|X,=;) 


一 Pt(Gs)s 十 力 内 无 事件 发 生 |X = 二;}〈 独 立 性 ) 
一 已 ((s,s 十 轨 内 无 事件 发 生 } (平稳 性 ) 
=P{NG)=0}=e™*, 
故 Xi 与 XX; 相互 独立 ,依次 递 推 证 出 . 
事实 上 ,由 于 泊 松 过 程 具 有 独立 增 量 , 所 以 各 个 事件 的 发 生 是 
独立 的 . 而 沿 松 过 程 又 具有 平稳 增 量 ,故此 时 间 间 陋 与 上 一 段 时 间 
间隔 的 分 布 应 该 相同 , 即 有 “无 记忆 性 ” 具有 无 记忆 性 的 连续 分 布 
只 有 指数 分 布 ， 
2. 设 顾客 按 强 度 为 4 的 泊 松 过 程 到 达 , N (iz) 表示 在 (0,z) 中 
到 达 的 第 i 类 顾客 (i 二 1,2). 设 时 刻 ; 到 达 的 顾客 与 其 它 顾 客 是 独 
立 的 . 属于 第 1 类 的 概率 为 P(;) ,属于 第 2 类 的 概率 为 P(1 一 s). 
问 Ni bo 与 N; (1) 各 是 什么 分 布 的 随机 变量 . 
答 ”Nj (2 与 Na (相互 独立 ,分 别 是 均值 为 Xtp 和 Xt (1 一 乡 ) 


的 泊 松 分 布 , p 二 士 | Ps)ds. 
因为 时 刻 * 服从 (0, 访 上 的 均匀 分 布 , 故 将 条 件 加 到 时 间 * 上， 
有 p 一 PP{ 到 达 的 顾客 是 第 1 类 的 } 一 二 | PCsds 
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由 事件 的 独立 性 知 ,P{N) (C(t)= 二 n, NN, (1) 一 m1 NGC) 一 mm 十 7 
恰 为 n 十 m 重 贝 努 利 试验 中 第 1 类 顾客 出 现 n 次 的 概率 ,等 于 
Grnp”(1 一 p)”, 故 

有 (和 NG) = n,N,(t) = mm)} 
= PIN,() = n,N,(t) =m| NG)=n+m) 
* PIN(Gt) = nm)} 


m x (QF)™™ 
"nb (Pe ttm 





— ep CAP) ,udp [x01—p)T 
nl! ml! 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 顾客 到 某 商场 的 过 程 是 泊 松 过 程 , 已 知 平均 每 小 时 
有 30 人 到 达 , 求 下 列 事件 的 概率 :两 个 顾客 相继 到 达 的 时 间 间 隔 
(1) 超 过 2 min; (2) 短 于 4 min; (3) 在 1 min 到 3 min 之 间 . 

解 ” 由 题 意 ,顾客 到 达 数 N (i) 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 , 则 顾 
客 到 达 的 时 间 间 隔 {X, ,n 之 1} 服 从 参数 为 4 的 指数 分 布 , fx (xz) = 
30e ,7 之 0, 故 


(1) P{X > 2/60} = | 30c-aozdz = 0. 368, 
2/60 
4/60 

(2) P{X < 4/60} = | 30e™ dz = 0. 865; 
| 


3/60 
(3) P{1/60 < 3/60} = | er dz = 0. 384, 
1/60 


例 2 人 设 疗 客 以 每 分 钟 2 人 的 速率 到 达 , 顾 客流 为 泊 松 流 , 求 
在 2 min 内 到 达 的 顾客 不 超过 3 人 的 概率 . 
解 ” 设 {NC),t 宇 0) 是 顾客 到 达 数 的 泊 松 过 程 ,4 二 2, 故 


P{N(2) =k) = 全 en, 
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则 P{N(2) 过 3)} 

= P{N(2) = 0} + P{NG2) = 1) + P{N(2) = 2) 

十 P{N(G2) 一 3) 
一 ee*“ 十 4e“* 十 8e”“ + 法 一 全 ec. 
例 3 设 一 部 件 受 到 随机 出 现 的 冲击 , 即 在 (0,t} 内 出 现 的 冲 

击 次 数 N(2) 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 . 设 第 i 次 冲击 的 损坏 是 随机 
变量 D, ,i 一 1,2,…,D; 独立 同 分 布 且 与 NG) ,1t 之 0) 独 立 . 又 设 一 
次 冲击 的 初始 值 为 D,t 以 后 的 损坏 为 De" ,a>0 为 常数 . 假定 损 


NGO) 


坏 是 可 苔 加 的 , 则 从 开始 到 :为止 的 总 损坏 Dt) 一 > Die ， 


其 中 s; 表示 第 i 次 冲击 的 到 达 时 间 . 求 EL D(C2) |. 
解 因为 
下 [DG | NG 一 7 


Nb 

一 - E| 2 Die | Ni = n | 
i 一 1 

一 E[ De | NG = n | 
1=:1 


= >) {ELD; | NGD = nJEle™®? | NG) 一 地 
;一 1 


| 


E[DJe“E[> es | NG) = 4], 
i=1 


令 D0,0,,…,U, 为 相互 独立 的 、 在 [0,ij 上 的 服从 均匀 分 布 的 随 
机 变量 , 则 依 命题 (主要 内 容 3) 有 


E| De NGD = | 
i=1 
= E[ De ]= E[ De ]= rEte"] 
一 1。 二 | dz 一 (er 一 ]). 
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故 E[ D(C#) | NG = nn] 
= E[D, Je™ 二 (er 一 1) 一 一 (1 —e™)ELD,]. 


at 
对 上 式 两 边 求 数学 期 望 ,得 
ETD] END ew) ETD,] 


一 ED 一 e”). 


例 4 设 X(D 和 Y(tz) (t 之 0) 是 强度 分 别 为 Ax 和 4y 的 汝 松 
过 程 ,证 明 ; 在 XX(z) 的 任意 两 个 相 邻 事件 之 间 的 时 间 间 隔 内 ,Y(z) 
恰好 有 个 事件 发 生 的 概率 为 

Ax Ay = ee 
? 一 "0 
证 设 X(z) 的 两 个 相 邻 事件 的 时 间 间 隔 为 +, 依 独立 性 ,有 


P{[YC(+o)—YG)|=k} 一 OD) em , 
而 X(bo 的 不 同 到 达 时 刻 的 概率 密度 函数 为 


Cr) = r 守 0 
~ 0， 其 它 . 


由 于 XC) 是 沼 松 过 程 , 故 了 () 恰 好 有 个 事件 发 生 的 概率 为 
_. | Gyr) 一 AT Ayr 
p= kl ° Y" 。Axe xdr 

















_ AxAY ”QH _ AxAy ， k! 
oTe do 
-a 

Ax 十 Ay Ax 十 Ay/ 


例 3 设 独 立 同 分 布 的 随机 变量 XI , 人 入? 9 的 分 布 函数 为 
P(X, 志 Xx} =1—e™”*, ZX 之 0,i1= 1,2,.…,n，, 
又 设 YY, 一 入) 十 六 ;十 … 十 久 ， ) 了。 的 概率 密度 函数 为 fly) ,证 明 . 


n nO—1 


_ iyAy 
fr( We HIT 
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证 由 X; 的 分 布 函数 ,得 X, 的 概率 密度 为 


， 工 之 0， 
fx 《7Z) -人 2 i 一 1,2,."…,n， 
故 X; 的 特征 了 清 数 为 
A 
Px Cv) 一 ii 一 条 





所 以 ,Y, 的 特征 函数 为 


Py (v) 一 II[w (Vv) 一 (; 4) 





一 


a” n 
于 是 fy(y)=e VT 


例 6 设 乘客 按 强度 为 4 的 泊 松 过 程 来 到 某 火 车 站 ,火车 在 
时 刻 t 启程 ,计算 在 时 间 (0, 纪 内 到 达 的 乘客 候车 时 间 总 和 的 期 望 


NU) 
值 , 即 求 E| 2 (一 T;) ,其 中 T; 是 第 i 个 乘客 到 达 的 时 刻 . 
解 ” 对 NG) 取 条 件 nn, 则 
人 NG n 
E[ 2G-—T)IND=n)= EL2G—T)|NG)=n| 


一 x —E[ YT, | NG) = n |， 
i 一 ] 


| 以 U, ;U, 9 ,Us, i 记 n 个 相互 独立 的 在 (0,1) 上 服从 均 包 分 布 的 随 
机 变量 , 则 


E[ ST, | NOD =7]= E[ YU,]= 5. 
i=1 1 一 ] 


故 EL 2 一 TD NGCD 一 可 一 严 一 到 一 分 
NCO) 

从 而 E| > GC;— TT.) | 
i 1 


NO) 
= E(E[2)G—T)|NG 一 可 | 
;一 ] 
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站 A 
了 ELENCD] 7 


例 7 某 机 构 从 上 午 8 时 开始 有 无 穷 多 人 排队 等 候 服 务 . 设 
只 有 一 名 工作 人 员 ,每 人 接受 服务 的 时 间 是 独立 的 且 服 从 均值 为 
20 min 的 指数 分 布 . 问 : 到 中 午 12 时 ,平均 有 和 多少 人 离 去 ? 有 9 
人 接受 服务 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 离 去 人 数 Nb 是 强度 为 3( 以 小 时 计 ) 的 泊 松 过 程 . 若 以 
8 时 为 零 时 刻 , 则 到 12 时 离 去 的 人 数 平 均 是 12 名 ,得 


P{NC) 一 NO) =n) 一 er 所 全- 
而 有 9 人 接受 服务 的 概率 为 


9 
P(N(G4) = 9) = er 5 


例 8 在 上 节 例 1 中 , 设 顾客 购物 在 时 刻 * 发 生 , 则 其 概率 为 
P(s), 仍 以 Y(#) 表 示 (0,z) 内 购买 货物 的 顾客 数 , 问 Y(#) 是 否 为 泊 
松 过 程 , 并 求 出 YQ) 的 分 布 . 

解 ” 虽然 Y(z) 仍 是 独立 增 量 过 程 ,但 由 于 P(s) 随 :变化 ,已 
不 再 是 平稳 增 量 过 程 , 故 不 是 泊 松 过 程 . 

下 面 来 证 明 , Yt,Y(2) 仍 是 泊 松 分 布 ,只 是 参数 与 :和 Pl(s) 有 
关 ., 车 对 NG() 取 条 件 

P{Y(7) 一 有 ) 


= WP(YO) = 有 | NG =n+k}P(ING) = nt), 
由 疑难 解析 2 知 
p=| PCDd 一 工 | Pd 


而 >，P(YGD =k| NG) = nt+k) 
天 二 站 


_ 所 k 为 (MED) 一 让 
一 2 Cenip (1 一 力 ) rE 
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(nkR)L Er CE 
-和 nlk! p (lp) nt Rk)!1™ 


-_ 人 2 | Y， (1 一 CAt "ep 
. n=0 


大 
A ep, 


’ 
故 PP{Y(D) = 人 二 WPS ew, b 二 二 | Prsyds， 
和 性 


即 YQ) 仍 为 沪 松 分 布 , 参 数 与 t 和 了 PCs) 有 关 . 

例 9 乘客 依 强度 为 44 的 泊 松 过 程 到 达 飞 机 A( 从 z==0 开 
始 ), 当 飞机 有 Na 个 乘客 时 就 起 飞 ,与 其 独立 的 是 乘客 依 强度 为 
Xs 的 泊 松 过 程 到 达 飞 机 B( 从 z==0 开始) , 当 飞 机 有 Ns 个 乘客 时 
起 飞 . 

(1) 写 出 飞机 A 在 飞机 B 之 后 起 飞 的 概率 式 ; 

(2) 对 Ns 二 Ns 和 44 二 Xs 的 情形 计算 题 (1) 的 概率 . 

解 〈1) 以 人 记 飞 机 4 的 第 NA 个 乘客 到 达 的 时 刻 ,Ts 记 
飞机 B 的 第 Ns 个 乘客 到 达 的 时 刻 , 则 飞机 A 在 飞机 B 之 后 起 飞 
的 概率 为 卫 ( 了 >Te). 对 泊 松 过 程式 (六 ,到 达 时 间 的 概率 密度 本 
数 为 





(CD 
之 
f, (2) -人 CDI 2" 
上 
0， ft < 一 0， 
(Mt) a 
入 ‘a! 一 一 一 一 ， t 之 0， 
故 or (NaC— 1)1! 
0， t < 0; 


a (Apt) 6 
Or DT 之 0 
0 ， t < 过 0. 
依 独 立 性 ,得 
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P(T > Ta}= | fi Gn)dta| f1 Cen) den 
tp A 


| | amse CNs 二 TIN 二 TDTCAda 


(2) 车 fi (二 f(D), 则 依 对 称 性 ,应 有 
P{Ta > Te} = 1/2. 

例 10 M/G/ 吕 表示 一 个 随机 服务 系统 ,IM 表示 顾客 到 达 是 
强度 为 * 的 泊 松 过 程 ;G 表示 服务 时 间 Y 是 独立 同 分布 的 随机 变 
量 , 分 布 函 数 是 G(t) ;co 表示 服务 员 人 数 , 说 明 顾 客 到 达 后 无 需 等 
待 . 计算 服务 系统 的 效率 . 

解 ” 计 算 服 务 系统 的 效率 , 即 计 算 到 时 刻 上 已 服务 完 的 顾客 
数 与 未 服务 完 顾客 数 的 联合 分 布 . 以 Ni (0 记 到 时 刻 上 已 服务 完 
的 顾客 数 , N,(z) 记 到 时 刻 t 未 服务 完 的 顾客 数 . 设 顾客 在 时 刻 : 
到 达 ,s 志 1, 则 到 时 刻 上 已 服务 完 , 即 服务 时 间 Y 委 :上 一 *, 所 以 概率 
为 GC 一 s), 即 PC(s)( 见 本 节 疑 难 解析 2). 于 是 


ETN, (1)]= Xp 一 | Gc _ dy 一 | G dv， 
E[N,(0)]=XU—p) = | [1 — GCy) Jdy 


— -x| G: y)dy. 
0 


例 11 设 iN(2) 之 0} 是 强度 为 A 的 沾 松 过 程 , p; {s,s 十 t} 二 
P{NG 二 1) 二 7 | NG)==?), 二 0, 1,7 二 0,1,2,…, 求 
(Ss,5 二 £2) Op, (s,s) 
t 


车 


解 万; Cs, sit) — Dp; (s,s) 
=P{N(s+)=7|ING)=i — P(NG)=7|N(s)=2) 


_P{N(s 二 TD) =],N(s)= _s 
~ P(N(s)=# 5 


— PING+DO—N() = Ti, N()=0_, 
P{N(s)=17) 7 
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一 P(NGCs 十 上 一 NGC) 一 /一 人 一 入 一 PNCD 一 ) 一 四 一 6 


-CAE ~. 
-| OD 0 j 之 1， 











0， 7<< 7. 
当 i 二 ] 时 ,有 
， — .. WH ‘ 
lim p. Py(s’s) lim § 1 L i, 
二 tO 
当 j 之 i 十 1 时 ,有 
[i py srs) pylss) _ PR 
0 t rrOt (J 1) 1 
A， 7 三 1 十 1， 
0， 了 7 二 :十 1. 
综 上 上 所 述 , 有 
一 用， 7 一 7 ， 
lim Ra bys -人 j= 二 i 十 1， 
:>0 0. 其 它 . 


第 三 太 ” 非 齐 次 泊 松 过 程 


主要 内 容 


1. 若 计数 过 程 {NGb ,t 尖 0} 满足 以 下 条 件 : 
(1) 零 初 值 性 , N(0)==0， 
(2) NO) 是 独立 增 量 过 程 ， 
(3) P{[NG+A)— NG)]=1}=A()h+o(h), 
(4) P{[NG+h) — NG)122) =o0(h), 
则 称 {N(2) ,t 宇 0} 是 强度 为 和 A(t) 放 0( 宕 0) 的 非 齐 次 泊 松 过 程 . 
2. 上 述 条 件 (3) 4) 与 下 述 条 件 等 价 : 
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Vi,s CC R,t 宇 0,s 宇 0,N(t 十 $s) —N(t) 为 具有 参数 y(t 十 s) 
ts 
一 y(t) 一 | XGwdu 的 泊 松 分 布 . 


At 称 为 非 齐 次 泊 松 过 程 的 均值 项 数 . 
3. 若 4NGD ,0) 为 非 齐 次 油 松 过 程 , 则 
P(NG 十 划一 NGi) = &)} 


吕 
一 一 pC tp) exp 人 一 [ulto 十 t) — p(to) |} 9 
其 中 pt) = | XG) du 


EFN(1)] = | aw a DING)] = | aa 


4. 定理 设 {N(),t 宇 0) 是 一 个 强度 为 4() 的 非 齐 次 泊 松 过 
程 ,Yt 宇 0, 令 NN GQ) 二 N[x (0), 则 {N" (2),t 宇 0} 是 强度 为 1 


疑难 解析 


非 齐 次 汽 松 过 程 与 沪 松 过 程 有 何不 同 , 义 有 何 联 系 ? 

答 “” 非 齐 次 泊 松 过 程 与 泊 松 过 程 的 不 同 是 :强度 4 不 再 是 常 
数 , 而 与 i 有关, 也 就 是 说 不 具有 平稳 增 量 性 . 它 反映 了 一 类 其 变 
化 与 时 间 有 关 的 过 程 ,如 设备 的 故障 率 与 使 用 年 限 有 关 , 放 射 性 物 
质 的 衰变 速度 与 衰变 时 间 有 关 , 等 等 . 

利用 定理 (主要 内 容 4) 可 将 非 齐 次 泊 松 过 程 问题 转化 到 泊 松 
过 程 中 进行 讨论 . 反 过 来 ,也 可 以 由 强度 为 4 的 泊 松 过 程 构 造 出 一 
个 强度 函数 为 +() 的 非 齐 次 汝 松 过 程 . 


万 法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


丁 的 重点 是 擎 握 非 齐 次 泊 松 过 程 的 特点 ,了 解 非 齐 次 泊 松 
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过 程 与 误 松 过 程 的 联系 ,熟练 地 将 非 齐 次 泊 松 过 程 转 化 为 一 般 沪 
松 过 程 . 
例 1 设 有 非 齐 次 泊 松 过 程 (NG2) ,z20)》 ,XA(2) = 也 (1 十 coswz)， 


求 ELNG) 和 DENG |]. 
解 ” 因 为 六 0 的 特征 函数 


p (0) = exp( 一 (1 一 | AG qu), 
所 以 ,N(2) 的 数学 期 望 为 


d (v) 
E[NG) |]= (— Do 
dv 





T= 0 


= | Acod — | 工 (1 十 cosat)di 
0 o 2 


1 sinwt 
而 
d pw Cv) 


EL[LN’: (1)] 一 一 了 一 [xcodv] 十 | GoOdz， 
了 





于 是 DE NG) |=ELN’ CD 一 1ELNC |) 
— | aC du = 地 (+) wt0. 

实际 上 ,为 简便 起 见 , 可 以 直接 用 以 下 公式 ( 见 主 要 内 容 3) 

计算 ， 
ET NG)]= | 4Cw du, DENGA)] — | aw du 

例 2 设 某 设备 的 使 用 期 限 为 10 年 ,在 前 5 年 内 平均 2. 5 年 
需要 维修 一 次 ,后 5 年 平均 2 年 需 维 修一 次 , 求 在 使 用 期 限 内 只 维 
修 过 1 次 的 概率 . 


解 ”因为 维修 次 数 与 使 用 时 间 有 关 ， 所 以 该 过 程 古 非 齐 次 泊 
松 过 程 ,强度 销 数 
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17/2.5，0 系 1 按 5， 


4 = > 5 一 :去 10. 


则 po =| AW =| Fdt| d=4.5, 
PN(10) 一 NOD) =D)= 0 = Ye. 

例 3 某 小 商店 上 午 8 时 开始 营业 ,从 8 时 到 11 时 平均 顾客 
到 达 率 线性 增加 , 从 8 时 开始 顾客 平均 到 达 率 为 5 人 /h,11 时 到 
达 率 达 高 峰 , 为 20 人 人 /h, 从 11 时 至 下 午 1 时 到 达 率 不 变 , 从 下午 
1 时 至 5 时 顾客 到 达 率 线性 下 降 , 到 下 午 5 时 顾客 到 达 率 为 12 人 
/h. 设 在 不 相 重 辣 的 时 间 间 隐 内 到 达 的 顾客 数 是 相互 独立 的 . 求 
在 上 午 8 时 半 至 9 时 半 无 顾客 到 达 的 概率 和 该 段 时 间 内 到 达 顾 客 
的 数学 期 望 . 

解 ” 因 为 顾客 到 达 率 与 时 间 有 关 , 所 以 顾客 到 达 过 程 是 一 非 
齐 次 泊 松 过 程 . 

设 上 午 8 时 为 1 二 0, 则 11 时 为 :=3, 下 午 1 时 为 ==5, 下 午 5 
时 为 :二 9. 次 日 8 时 从 9 重新 开始 , 故 可 得 一 周期 为 9 的 曲线 . 按 
曲线 瑟 出 顾客 到 达 率 和 (1) 的 关系 式 如 下 : 


5 十 5， 0 雪上 二 3， 
oe 3 < 上 上 委 0， 
20 一 2 一 0)，5<<i 委 9， 
日 A(t) = A(t — 9). 


因为 p(3)—p(#)= | xd 一 | 二 52) dt 


5( 这 一 言 )+[( 这 ) 一 (二 ) ]=10 
所 以 ,在 8 时 半 至 9 时 半 无 顾客 到 达 的 概率 为 


Le(372) 一 MK172) -一 10 ， 
多 


e 
在 8 时 半 至 9 时 半 到 达 顾 客 数 的 数学 期 望 值 为 
D0 


[人 全) 广 <( 友 = 10 CA 人) 
例 4 证 明 上 节 例 10 中 ,在 [0,zj 内 接受 服务 后 离开 服务 台 的 
顾客 数 {N1 (2) ,t 宇 0} 是 一 非 齐 次 泪 松 过 程 . 
证 ” 设 在 时 刻 y 到 达 的 顾客 在 (s,s 十 t) 内 离开 服务 台 的 为 第 
1 类 顾客 , 故 在 时 刻 y 到 达 的 顾客 是 第 1 类 的 概率 为 
GlsTit—y)—G(s—y), y< 过 $s 
po -set s < ys+ti, 
0， y> s 十 z. 
所 以 Ni(t 十 s) 一 Ni(s) 是 服从 汝 松 分 布 的 随机 变量 ( 见 上 忆 疑难 
解析 2) ,其 均值 为 


4| Pdy 
5 si 
-- | [GCs+i—») -GGs—»Jdy+a| G(s+1— ydy 


— | Goway. 


再 令 I 和 I 为 两 个 不 相交 的 时 间 区 间 , 在 工 内 离开 的 顾客 
为 第 1 类 顾客 ,在 7 内 离开 的 为 第 2 类 顾客 ,两 者 相互 独立 . 由 上 
面 的 结论 及 Ni (0) =0 知 , Ni (72) 为 非 齐 次 泊 松 过 程 . 但 当 1 一 oo 
时 ,比较 PLING 十 9) 一 NG) 二 k)( 见 主要 内 容 3) 与 上 面 的 均值 式 
知 ,N, (zt) 的 强度 函数 4(1) = 二 XG(1)->A (1 一 oo0), 故 离开 的 顾客 数 
近似 于 强度 为 的 齐 次 泊 松 过 程 . 


第 四 节 ”复合 泊 松 过 程 


主要 内 容 


1. 设 (N(),t 之 0} 是 一 个 强度 为 4 的 泊 松 过 程 ,(Y,,n 之 1} 是 
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一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 且 (N(GO2)) 与 {Y,) 相 互 独立 , 令 
X(t) = SY,. ft 之 10， 

则 称 {(X(o :zz20) 为 复合 泊 松 过 程 . 

{(XCGD 20} 有 独立 增 量 和 和 平稳 增 量 . 

2. 若 Y; 的 特征 函数 为 p(z 轨 三民 [Le jj, 则 X(CoO 的 特征 函数 
为 px (C2) — Fle*" ] 一 eltfy(w 一 1 | 

3. 车 E[1&|]<oo; 则 EL[XG2)]==XtE[Y, 1] 
右 E[ |Y, 站 天 ce， 
则 | ELX’ (2) |= 7) CELY 7 十 MEELYY ]， 

D[ XO) |=AtELY |]. 


疑难 解析 


合 泊 松 过 程 与 泊 松 过 程 有 什么 不 同 ? 
答 ”复合 澡 松 过 程 是 一 列 随 机 变量 {(Y,} 的 和 构成 的 . 当 Y, 三 
1 时 ,XGOD 一 NG ,X(Ct 即 为 通常 的 泊 松 过 程 . 
复合 泊 松 过 程 除了 处 理 定 义 中 的 问题 外 ,还 能 处 理 另 一 类 问 
题 :如 有 一 泊 松 过 程 4 人 NG ,之 0} ,其 强度 为 知 过 程 中 出 现 的 事 
件 能 以 不 同性 质 分 为 互 不 相 容 的 A, 型 与 A, 型 事件 , 且 当 事件 发 
生 时 ,出 现 A; 型 的 概率 为 p, 出 现 A, 型 的 概率 为 g 二 1 一 p. 出 现 
2 和 出现 A, 相互 独立 ,得 到 两 个 计数 过 程 {Ni(z),it 之 0} 和 
1) 十 Ns (2) 二 NN(2). 如 果 用 w= 二 1 表示 出 现 
1 二 丸 十 了 十 …… 十 7ro 是 随机 个 随 
三 泊 松 分 布 , 它 的 母 图 数 为 Gro (5) 一 
“为 F,(s)= 二 ps 十 q, 故 Ni (2) 的 
~.(2) ,t 之 0) 是 强度 为 Ap 
b. : 一 程 . 
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方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


关于 复合 泊 松 过 程 的 构成 ,首先 要 存在 一 个 泊 松 过 程 和 一 个 
随机 变量 序列 ,然后 验证 随机 变量 序列 的 独立 性 以 及 随机 变量 序 
列 与 泊 松 过 程 的 独立 性 . 在 满足 条 件 时 ,才能 进行 分 析 与 计算 . 

例 1 举 出 几 个 复合 泊 松 过 程 的 实例 . 

解 (1) 顾客 到 达 某 服务 系统 的 时 刻 5 ,sz，… 形 成 一 个 强度 
为 和 的 泊 松 过 程 ,各 以 Y, (2 之 1) 记 在 时 刻 s(n 宇 1) 同 时 到 达 的 顾 
客人 数 , 则 在 时 间 Lo,z] 内 到 达 的 顾客 总 人 数 是 复合 泊 松 过 程 . 

(2) 到 达 某 汽车 总 站 的 客车 数 * 是 一 泊 松 过 程 ,每 辆 客车 内 
乘客 数 是 一 随机 变量 . 设 各 客车 内 乘客 数 独立 同 分 布 ,上 且 各 辆 车 乘 
客 数 与 车 辆 数 六 (bb 相 互 独立 , 则 在 f0, 妇 内 到 达 汽 车 总 站 的 乘客 
总 数 是 复合 泊 松 过 程 . 

(3) 保险 公司 接 到 索赔 的 次 数 是 一 泊 松 过 程 , 每 次 索赔 的 金 
额 是 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 显然 索赔 的 金额 与 发 生 的 时 刻 
无 关 , 则 在 [0, 相 内 的 索赔 总 金额 是 复合 泊 松 过 程 . 

例 2 在 保险 的 索赔 模型 中 , 设 索 赔 要 求 以 平均 2 次 /月 的 速 
率 的 泪 松 过 程 到 达 保 险 公司 . 若 每 次 赔付 金额 是 均值 为 10 000 元 
的 正 态 分 布 , 求 一 年 中 保险 公司 的 平均 赔付 金额 . 

解 ”这 是 一 个 复合 泊 松 过 程 ,一 2,: 一 12,E[Y)] 一 10000, 故 

E[ X(12)] = 2.12.10000 = 240000 (元 ). 

例 3 设 移 民 到 某 地 定居 的 户 数 是 一 泊 松 过 程 ,平均 每 周 有 2 
户 定居 . 设 每 户 的 人 口 数 是 一 随机 变量 ,一 户 有 4 人 的 概率 是 1/6， 
有 3 人 的 概率 是 1/3, 有 2 人 的 概率 是 1/3, 有 1 人 的 概率 是 1/6. 
求 在 五 周 内 到 该 地 定居 的 移民 人 数 的 数学 期 望 与 方差 . 


NGO) 
解 ”以 Y 记 第 i 户 人 口 数 , 则 移民 总 人 数 XX() = DY 是 一 


复合 泊 松 过 程 . 依 题 意 知 X 二 2 一 5, 而 
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-4. 工 +3. 工 +T?. 工 +1. 工 一 5 


1 


2 42 ， 二 2 + :3 2 .1 _43 
故 E[X(5)] = 2.5 “这 = 25， 
DLX(5)] 一 2。5。 .全 = -> 


注意 ”有 的 教科 书 不 用 E[ Yi | 而 用 ELY, ,其 实 二 者 是 一 样 
的 . 这 里 的 ELY 与 E[LY, 都 反映 Y; 取 值 的 平均 值 ,并 无 第 i 个 
值 的 概念 . 

4 - 某 刊物 邮购 部 的 顾客 数 是 平均 速率 为 6 的 泊 松 过 程 ， 

订阅 1 年 .2 年 或 3 年 的 概率 分 别 为 1/2、1/3 和 1/6, 且 相互 独立 . 
设 订 一 年 时 ,可 得 1 元 手续 费 . 以 六 (4) 记 在 [0,t] 内 得 到 的 总 手续 
费 , 求 El X(2) | 与 var[ XC2) |. 

解 ” 因 为 顾客 数 是 4 二 6 的 泊 松 过 程 , en 


E[Y,] 一 1. 坟 十 2. 记 十 3* 语 二 训 ， 
2 12 oz 上 1 
E[Y 条 一 卫士 2 王 十 3 。 寺 一 全 
故 E[X(CD] = 6 ++. = 10t (元 )， 


var[X(D] 一 6。t。 2 二 20t (元 ). 


所 以 ,数学 期 望 与 方差 都 是 1 的 消 数 . 
例 S 设 (X(CD 一 > ,;t 之 0} 是 复合 泊 松 过 程 ,已 知 1 一 5， 
求 下 LX(Cb]，DLXCD 与 特征 函数 ox(o). 其 中 YY, 服从 下 列 分 布 : 
1 
(1) fw -| 006， 1000<z<2000， 
0， 其 它 ; 
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1 一 e 所， 并 之 0， 
OU ， < U， 
解 (1) Y; 服从 均匀 分 布 ,有 


om 1 
EfY,] = | > CT 


(2) F(X) -| 


ElY’|= | 1 dr= 一 一 X10， 

1ooo” 1000 

(vw) [ i _ 1 gr Eoin(l 0000) 
Py oo 1000 T0000s™ 2 


故 E[ XC()|]=5.t. 1500=7500, 


DIX()|=5.1. X 10" 一 > x 10°z; 
p | O00v) gjlo00* 


PK 200v 
(2) Y; 服从 指数 分 布 , 有 


一 5 


1 2 
ETY ] = 隐 ELY?] = 六 Py (7) = 
故 El X(t) | 一 2， var[ X(t1)|= 10t, 
p 1 
]9vt 
PC) 一 exp| | 


例 6 设 NQ) 为 泪 松 过 程 ,构造 随机 过 程 
NOU) 
X(0) = 0, X() = DY 
其 中 {Y;}) 为 独立 同 分 布 的 一 列 随 机 变量 ， 目 与 Nb 相互 独立 .已 
知 Y; 的 特征 函数 为 py(v) , 求 : 
(1) XX() 的 一 阶 特征 消 数 py (v); 
(2) ELX(CD] EL X° (1) J] 和 varL X (7) |]. 
解 (1) 由 于 ELX] 二 E{ELX|NJ), 依 特征 削 数 定义 ,有 
py (v) 一 Ele*?°]= E{Ele™®? | NG) = &]) 
D9 


= ,Ele*® | NG) = k}P{NG) = k), 
i=0 
其 中 Ele*® | X() 一 天) 


= Elexp{ 2,Y}] = [| Ele™] = [yw) 1, 
i=] i 二 1 





上 
P(X(t) =k}=e™” A ， 


~ a Qt)* ue 1 
帮 ”gx(v) = 2 [gr(Co)] 人 全 二 “ 2 EL 04] 
em 一 gy 
(2) 由 特征 函数 与 矩 的 关系 ,数学 期 望 为 


d 
EF XC 一 jp i Pt gwen | _,. 














dr T= 人 0 
因为 -i = E[Y,j], gg,(0)=1, 
故 El X02) | = XELY, |, 
均 方 值 为 
El X (7) | 
加 d op) 








dv ” 


TY 


一 一 | 区 dp y(v) | eo + 了 y Cv) Mp yD-1] | 
dv dz 





= (YE [YI]+AELY’], 
故 var[LX(C)] = EEXCOG)] +AXELX C0)]) = XELY|. 
上 式 即 关于 复合 泊 松 过 程 的 特征 函数 .数学 期 望 与 方差 的 公式 . 
例 7 设 进 入 中 国 上 空 流 星 的 个 数 是 一 泊 松 过 程 ,平均 每 年 
为 10 000 个 . 每 个 流星 能 以 陨石 落 于 地 面 的 概率 为 0. 0001, 求 一 
个 月 内 落 于 中 国 地 面 陨石 数 W 的 ELWj,varLW jj 和 P(W 宕 2). 
解 ” 这 是 一 个 复合 泊 松 过 程 , 设 XX, 是 t 年 进入 中 国 上 空 的 流 
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星 数 , 则 
P{X, = k} = e10000D /Ek! (k= 0), 
PiW=j|X, =k) 


= C0’(0.0001) (0.9999)"7 (# = 1/12), 
依 条 件 期 望 计算 公式 ,有 


ELW]= DEW | x, = kJP{X, = k} 
天 一 站 
GO k 
= 2 OPIW=j|X, = RP(X, =&) 
k=] 7 一 ] 
一 2 ,CiC0. 000 1)’(0. 999 9) ie 人 人 1 ) ft! 


0 /12 2 10" > ee, 
9 





=0 





e112 1 v2 上 
12 12° 


Co 








E[W’ ] 一 el 


| 
ch 


-| Te 1/12 a? |= 1 13_ 13 
12e [12° Te 12 12 ”144， 


故 varrW] 二 ETW2] 一 Er[W] = 3 (页 ) = 万 ， 


of 


而 P{W 宇 2} = >》 > P{W=&k| X, =i)P{X, = 
1 一 大 
rr 1 _ 1 
1/12 2 2 1 
- > (1) kl e ! i 


第 五 廊 ” 条件 沼 松 过 程 与 过 滤 沼 松 过 程 


主要 内 容 


1. 设 随 机 变量 A 之 0 的 分 布 汤 数 为 G, 在 A 二 4 的 条 件 下 ， 
(IN(2),t 宇 0} 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 , 则 称 {N(z),t 宇 0) 为 条 件 泊 
松 过 程 . 

若 A 的 分 布 函数 是 G, 则 随机 选择 一 个 个 体 在 长 度 为 1 的 时 
加 区 间 内 发 生 ?2 次 的 概率 是 

P{NC 十 人 一 NGC =n) = | MdG0). 


2. 设 {N(2),t 宇 0) 是 条 件 泊 松 过 程 , 且 ECA) 过 oo, 则 
E[NG) | = #1E[A], DING)] = # DIAl+E[AT. 
3. 在 N(z) 二 n 条 件 下 A 的 分 布 


P{AZz|NG)=n) =| ex do) /| er QE GO), 
nl| 0 nl! 


因为 PAGE QA 二 +d) | NG) = nn) 


— PIN(D =n|AE AAIMIPAE A+) 
PIN(t) = nn) 


= Hd) /| e* MdG0). 
7 1 0 六 。 
4 区 对 随机 过 程 (X(5,t>0)， 有 


人 


XCD = > ,h(t—U,), 
i 二 1] 


X 
0 
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其 中 有 (2) 为 线性 时 不 变 系 统 的 冲 激 啊 应 ,U; 是 随机 变量 ,表示 在 
时 间 区 间 (0,t] 内 发 生 的 事件 的 无 序 到 达 时 刻 , 则 (X(2) ,zt 宇 0} 称 
为 过 滤 的 泪 松 过 程 . 

5. 对 过 小 的 泊 松 过 程 ,有 


EFX(1)] = | hCG du, DTX(CD] = | h? (1) du, 
9 心 
Px (Vv) 一 exp{2| (e@™™ —1) du 
0 
t 1 2 
Rw (t,t+ 7r) = | AGO 十 du 十 和 [| hau | 


Ci (tt+t) = | hdhbut du — Cw (0). 


疑难 解析 


1. 条 件 泊 松 过 程 有 什么 特点 ? 
答 ” 条 件 泊 松 过 程 描述 的 是 一 个 有 荐 “风险 ”参数 为 4 的 个 体 
发 生 某 一 事件 的 概率 . 例如 有 一 个 总 体 , 它 的 个 体 存 在 某 种 差异 
《如 不 同 的 人 发 生 事故 的 倾向 性 不 同 ) ,此 时 ,可 以 把 概率 式 
PING4 HO)— NOG) =n) 一 em St， n = 0,1;2，… 


解释 为 给 定 入 时,N(z) 的 条 件 分 布 P,, 02). 

在 风险 理论 中 常用 条 件 泊 松 过 程 作为 意外 事件 出 现 的 模型 ， 
其 强度 参数 未知 ( 用 随机 变量 A 表示 ), 但 经 过 一 段 时 间 后 , 邑 
可 用 事件 发 生 的 概率 来 表示 ,就 有 了 确定 的 参数 . 

2. 试 举例 说 阴 过 滤 泊 松 过 程 . 

答 ”我 们 用 温度 限制 的 二 极 管 作为 例子 进行 分 析 . 

(1) 在 [0,) 内 从 阴极 发 射 的 电子 数 是 符合 泊 松 分 布 的 ， 

(2) 假定 二 极 管 为 平板 型 二 极 管 , 极 间 距离 为 d, 板 极 对 阴极 
的 电位 差 为 Vo( 见 图 2. 1). 俩 究 在 没有 空间 电 谷 的 条件 下 ,一 个 发 
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射电 子 从 阴极 发 射 后 至 到 达 板 极 前 ,在 电路 内 引起 的 电流 脉冲 








O Vo 1(f) 的 波 流 ,可 以 得 到 
阴极 阳极 | 二 ， (0 雪上 上 二 ro)， 
?8 It) 一 Zn 
0， 其 它 . 
| 其 中 心 是 电子 从 阴极 出 发 到 达 概 
LL mV/ 
并 d TI 极 的 滤 越 时 间 ,z= 二 (A) d, qo 
图 2.1 为 电子 电荷 ,m 为 电子 质量 . 


(3) 因此 ,温度 限制 二 极 管 的 板 流 为 
NCOTD) 
TCD = 2 ilt —U,) (t < T), 


其 中 iD) 如 (2) 中 所 给 ,U 为 第 i 个 电子 的 发 射 时 刻 ,是 在 [0, 工 ) 
内 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 对 照 定义 知 , 温 度 限制 二 极 管 的 板 流 
(是 一 过 滤 的 泊 松 过 程 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


首先 要 对 具体 问题 进行 分 析 , 确 定 是 否 条 件 泊 松 分 布 ,是 否 过 
滤 泊 松 分 布 ,然后 根据 概率 论 和 随机 过 程 中 知识 进行 计算 . 

例 1 设 某 地 区 在 某 李 节 地 震 出 现 的 平均 强度 是 随机 变量 
A,P{A 二 1) 二 p,PiA 二 A.) 二 1 一 p. 到 :时 为 止 的 地 震 次 数 是 一 
个 条 件 祖 松 过 程 . 求 该 地 区 该 季节 在 (0,) 时 间 内 出 现 ”次 地 震 的 
条 件 下 地 震 强 度 为 1; 的 概率 ,并 求 在 N(2) 二 7 的 条 件 下 ,从 t 开 
始 到 下 一 次 地 震 出 现 的 条 件 分 布 . 

解 ”该 过 程 是 条 件 澡 松 过 程 . 因为 A 是 离散 型 , 故 

P(A=A|NG)=n) 
一 bei /LL pes At +t (1 pe At)" 1, 

P( 从 z 开 始 到 下 次 地 震 出 现时 间 委 zl 和 Nb 一 7 
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_p(l— ee (At (imp)(—e® )e (A, OD) 
pe (At) to pe (At)” 

例 2 设 意外 事故 的 发 生 受 某 种 未 知 因素 影响 有 两 种 可 能 
A1sAh2, 自 P(A=XA1)==p,P{A=) 二 1 一 p= 二 gq,0 达 Pp 过 1. 已 知 到 时 
刻 t 已 发 生 了 x 次 事故 , 求 下 一 次 事故 在 十; 之 前 不 会 到 来 的 概 
率 , 并 求 事 故 发 生 频 率 是 的 概率 . 

解 ” 该 过 程 是 条 件 泊 松 过 程 ,A 为 离散 型 , 故 

P{(t,t 十 s) 内 无 事故 | NG 一 7) 


BP A=AIPING) =n,NG+)—NG) 一 01A 一 入 ) 
2 Pt =A}PING) =n|A=) 


Dream ?+ (1p) CA)" en 
pAit) "et 十 (一 加 (ze 2 
人 "en 《5 十 t) 十 (1 _ pA ec 2 《3 二 1) 

je 十 (人 一方)A2e 2 


pe 1 At)” 
P i N 一 二 一 一 EE 
而 PiA=A ND 一 用 pe “1 A 十 《一 力 )e ?CAs2)" 


例 3 设 {X(2),t 宇 0}, 并 有 XG)= > h(t 一 U,), 其 中 ,在 时 


刻 U; 发 生 的 事件 ， 在 时 刻 t 的 输出 为 (一 Uy, ;在 时 间 间 隔 (0,z) 
内 发 生 的 事件 数 由 泊 松 随机 变量 NG() 描 述 ,U, 是 在 (0,) 内 发 生 
事件 的 无 序 到 达 时 刻 . 这 个 过 程 是 滤波 泊 松 过 程 , 求 特征 函数 
Pxey CY). 
解 ” 由 ELY| 二 E(kE[LY|Xj}, 依 特征 晴 数 定义 ,有 
pr (WD= Ele*®°} = E(Ele™® | NGD]) 


_ > ELe™® ] NG) = klP{NG) 一 到) ， 
k=0 


而 Ele™*®? | NG) = &] = Elexp(jv 2 h(t —U,)}), 
i 二 ] 


61 


因为 U, 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 故 
Efe*®? | NG = k= [[ Elexpljvh Cs —U) 


~ (E{expfjvh(t—U.)|)). 
又 U, 在 (0,2z) 内 是 均匀 分 布 的 ,所 以 


E{explivh C(t —U.,)|]}= 二 | exp[ vh (t— U.,)du,| 


一 二 | expl i vh (u) ldu. 
如 


将 结果 代入 px (v) ,得 


Px $V) = > (| exp oh Cw) Jdu) Qe 
一 e*exp (| exp[ jvh (u) jdz 


一 exp(4| [exp{joh (x) + 一 1]dz | 


NO) 


例 4 对 上 题 定义 的 过 滤 泊 松 过 程 X(t) 二 > h(t 一 U,;Y,)， 
i==] 
1 地 二 之 < Y,， 
0， 其 它 . 
其 中 YY, 是 独立 同 分布 的 非 负 随机 变量 , 设 
Px0) (v) = exp (2| EvLe™ 一 ldr | ? 
证 明 ; (1〉X(2) 是 沾 松 随机 变量 ,其 均值 是 
EFX()] = 让 6 — Fy(s)]ds; 
(2) limELX(b] 一 人 ELY 
证 〈1) 将 所 给 hlzr;Y) 代 入 ,得 
Ele™ 1]= (er —1)P{Yr) = (ee —1)[1— F,(7)l|. 
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hr;Y.) 一 | 


代入 入 Ye (v) ,得 z 
Pxen) (v) = exp (4| [1 Fy(7) J[e” | 1]dr| 9 


故 ”ELX(2D)|] = 一 j Spx us 





一 | [1— F,(r) ldr. 
v= 人 0 0 
(2) 因为 
2| [1 一 Fy(r) ldr= A[ 1 四 F(t) It 





. 十 让 rdFy Ca 
曲 0 
- | Py dr = AEFY], 

如 


所 以 limE[XCO] 一 放 [1 一 本 CD]dr= 自 [7 


例 5 求 温度 限制 二 极 管 的 散 弹 噪声 1(z) 的 平均 值 . 
解 由 疑难 解析 2 知 , 散 弹 噪声 即 温度 限制 二 极 管 的 板 流 
1() 是 一 过 滤 的 浪 松 过 程 , 有 


了 T， 
El I1()| = :| i(1) dt = | Lgo 二 dt = Ago， 
0 0 Th 


其 中 4X 是 单位 时 间 内 发 射 的 平均 电子 数 ,g。 是 电子 电荷 ,ELIC2)] 
代表 电流 的 平均 值 . 

例 6 求 温度 限制 二 极 管 中 板 流 1(2) 的 相关 函数 、 协 方差 销 
数 及 方差 . 

解 1(2) 的 相关 函数 为 


Ry (t,t 二 7) = | Di 十 守 十 入 [wpdz] 


- | Diet Dd qo) 
1(2) 的 协 方差 匡 数 为 
Cyltsttr) = | iCDiCt + nat; 
1(z) 的 方差 为 
var[ 1()] = 让 ?Dae 
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例 7 到 达 一 有 无 数 个 通道 的 交换 台 的 呼叫 电话 符合 参数 为 
4 的 汝 松 过 程 ,每 次 对 话 服从 平均 值 为 1/jy 的 指数 分 布 , 令 X(2) 


是 时 刻 上 通话 的 次 数 . 求 : 
(1) ELX() J 和 limELX(#) ]; (2) varlL X(2) J 和 limvar[ XCD j; 


(3) 在 过 程 中 没有 呼叫 的 概率 . 
解 ” 该 过 程 是 一 过 滤 廊 松 过 程 . 
(1) Pro) = “*， rz0， 

0， rr<0， 


El X() |= | 0 — Fy(z) jdr = | sdr 一 


(1 一 ee )， 


| 下 |= 


limE[X(D] = lm (1—e) = 4. 
(2) 因为 泊 松 随机 变量 方差 与 均值 相同 , 故 
var[ X(t)] 一 人 一 )， limvar[ XJ — 
(3) 没有 呼叫 即 X() 二 0, 故 没有 呼叫 的 概率 
P{X(#) = 0} = exp{— E[X()]} 一 exp| 一 0 一 7) 


故 





第 六 人 更 新 过 程 


/A\ 


主要 内 容 
1. 设 {X,,n 王 1,2,…}) 是 一 列 独立 同 分 布 的 非 负 随 机 变量 ,并 
设 F(0) 一 P{X, 一 0) 过 1( 通 常 约定 F(0) 一 0), 令 jp 一 E[X,] = 


| zdF(), 则 0 二 p 过 %. 设 
0 
T, = >.X,n 之 1]，T=0， 
i 二 1 
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则 称 计数 过 程 N(2) 王 suptn, TT 二 疏 为 更 新 过 程 . 


2. 在 有 限时 间 [0,tj] 内 至 多 发 生 有 穷 次 更 新 . 即 有 概率 1， 
人 Nb) 一 co. 


3、，、 了 Ni 一 1 一 了 NG 之 人) 一己 ( NGC 之 7 十 二 
=P(T,t—P(T,n 人 et) 
n 他 十 1 
= P(X 人 tl—P{D)X,<i) 
1==1] 1 一 ] 
=F, (1)—F,,,(t). 
F, 表示 了 ， 的 分 布 , 是 F 的 7 重 卷 积 . 
4.m(?) 二 ELN(2) | 称 为 更 新 过 程 N(z) 的 更 新 函数 ,有 m(2) 
= 》 FC). 
m(t) 是 1 的 不 减 葡 数 ,对 任意 0 过 4<co, 有 m(t) 过 oc. 
5,m() 的 导数 XCD 一 车 m() 二 了) f(D). 万 (D 是 已 (D 的 
nn 二 1 


密度 晴 数 ,又 称 为 更 新 强度 . 
6. m(z 和 XC 分 别 满足 下 列 积分 方程 : 


mn(t) = FC) 十 | md 一 sdF(Cs), 
0 


AC) = GD 十 | ad FFCoads 
7 如 下 形式 的 积分 方程 称 为 更 新 方程 : 
K() = HO) +| KG 一 5dFC) 


其 中 下 (2) ,FO 已 知 . 当 1:<<0 时 ,五 (0 ,FQ) 均 为 零 . 当 百 (在 任 
何 区 间 上 有 界 时 ,方程 称 为 适 定 (Proper) 更 新 方程 ,简称 为 更 新 方 
程 . 主要 内 容 6 中 两 个 方程 也 是 更 新 方程 . 

当 韭 (t) 为 有 界 蚂 数 时 ,更 新 方程 有 唯一 解 


KG = HG) 十 | HG— sdm(s), 
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其 中 M(D = >》) F(z) 是 分 布 函数 F(z) 的 更 新 函数 . 
= 
8. 对 和 Xi) 取 拉 普 拉 斯 变换 ,得 
A(s) = | Aerde 


设 | fe a = Ys) , 则 | 六 De ds = [ws) ， 
0 0 


SS » 3 
故 A(s) 2 [5)] 1 JC) 





疑难 解析 


1. 更 新 过 程 与 泪 松 过 程 和 什么 不 同 ? 

答 ” 泊 松 过 程 与 更 新 过 程 都 是 计数 过 程 ,事件 发 生 的 时 间 间 
隔 X, ,X,,… 都 是 独立 同 分 布 的 ,但 是 泊 松 过 程 要 求 Xi ,六 ,,… 必 
须 服 从 间 一 指数 分 布 ,而 更 新 过 程 可 以 是 其 它 任 意 一 种 分 布 . 

例如 机 器 零件 的 更 换 . 设 在 时 刻 t==0 安装 一 个 新 零件 并 开始 
工作 ,在 时 刻 Xi 此 零件 损坏 又 换 上 一 个 新 零件 并 开始 工作 ,在 时 
刻 X, 此 零件 损坏 又 …… 显 然 , 这 些 零 件 的 使 用 寿命 是 独立 同 分 
布 的 ,到 时 刻 t 为 上 ,所 更 换 的 零件 数目 就 构成 一 个 更 新 过 程 . 

更 新 过 程 中 事件 发 生 一 次 叫做 一 次 更 新 ,所 以 X, 是 第 "一 1 
次 更 新 与 第 n 次 更 新 的 间隔 时 间 ,T, 是 第 次 更 新 发 生 的 时 间 ， 
Nb 是 到 时 刻 上 之 前 发 生 的 更 新 总 次 数 . 

2. 为 什么 说 :在 有 限时 间 [L0, 妇 内 发 生 无 穷 多 次 (六 (5 一 ce) 
更 新 的 概率 是 零 . 


答 “由 强大 数 定律 知 ( 2 X,) /jn 一 了,/n 一 ,以 概率 1 万 


立 , 而 4 之 0, 故 当 n-> 吕 时 ,TT, 一 co. 即 无 穷 多 次 更 新 只 能 在 无 限 
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长 时 间 内 发 生 . 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


理解 更 新 过 程 的 基本 概念 ,掌握 关于 更 新 过 程 的 基本 计算 , 善 
应 用 概率 论 的 知识 是 解 题 的 关键 . 
例 1 议和 XXX 是 一 列 独 立 同 分 布 的 非 负 随 机 恋 
量 , 日 P{X,= 二 站 二 p(1 一 pp) ,i 之 1, 求 P{NG)= 二 n} 和 更 新 函数 
mt(t). 
解 ” 依 题 意 , 时 间 间 隔 X, 服从 几何 分 布 . XX, 取 ; 的 概率 相当 
于 在 贝 努 利 试 验 中 当 第 i 次 试验 时 取得 首次 成 功 的 概率 , 故 TT 取 
k 的 概率 相当 于 在 贝 努 利 试验 中 当 第 上 & 次 试验 时 才 取 得 第 n 次 成 
功 的 概率 , 即 
piT =&) = kn, 
0 ， KR < 一 7. 
所 以 PiN(G)=n) 


=F (2)—F, (2)=P{T, 人 {Tt 
[| 
一 = 之 CPP (1 一 力 富 一 SC por 1 (1— pm, 


R=ntl 


[站 表示 不 大 于 ， t 的 最 大 正 整数 计时 新 半数 


nD) = DFW = DPING = 六 


例 2 设 某 更 新 过 程 的 密度 函数 1() 为 

AL 之 0 人 全 0， 

0,， < 过 0， 

求 更 新 过 程 {N(1) ,t 宇 0) 的 时 间 间 隔 X, 的 概率 密度 . 


解 ” 因 为 ACs) 一 | Wer dt — A/s . 


A(t) 一 | 


内 = 4 (+ 二 )= 
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_) la4e“，t 守 0， 
故 f= 4 [v= /0 
所 以 ,一 个 密度 函数 为 常数 的 更 新 过 程 是 泊 松 过 程 ,其 时 间 间 隔 服 
从 负 指 数 分 布 . 
例 3 设 XXX 是 一 列 独立 同 分 布 的 非 负 随机 葡 
量 , P(X 二 1} 二 gq, P(X 二 2) 二 p,p 十 q 二 1. 求 更 新 消 数 m(2). 


解 因为 了 = X 一 ?2 十 个, 其 中 工 ,一 OX’, PiX 


] 二 p,P{X'; 一 0) 二 g, 故 ,是 参数 为 的 二 项 分 布 随机 变量 ， 
从 而 得 出 NG 的 分 布 , 求 出 mb. 但 由 分 布 函 数 求 m(t) 相 当 困 
难 , 因 为 要 计算 下 的 nn 重 卷 积 . 下面 利用 差分 方程 来 求 . 因为 

m(t)=E[ NG) |=E[LNG)IX=1lgtELNG)| X=2]p 
但 对 于 :之 2, 有 
EL NG)|X,=1|=1+m(t--1), 
ELNG) |X,=2|=1+m(—2), 
所 以 m(t)=qm(t—1)+pm(t—2)+1. 
由 于 X; 只 取 整 数值 , 故 NG 一 NCC]), 只 需 解 差分 方程 
m(n) = qm(n—1)++ pm(nm2)+]1, 
其 边界 条 件 是 m(0) 二 1， 
十 (一 1)” 
1 二 (1 十 p》” 
例 4( 沃 尔 德 (Wald) 等 式 ) 设 琴 Xj] 过 m0,n 二 1,2,…, 证 明 . 
E[ Tywn = FL Xi 十 X; 十 … 十 XN = EL XJELNG)+1] 
证 ”对 第 一 次 更 新 时 刻 Xi; 取 条 件 


zx 二 EIT tz 1， XX 世 ， 
El Tw | A1 一 zx -| 的 
小 9 并 盖 革 
如 图 2. 2 所 示 . 


记 K(f) 二 EL Two)41j, 则 有 
KC(2)= 下 LTNo | = ELEC(TNo | Xi = 7)] 











08 


| Twon+l 
N(D)=0,NI=ZI 


0 1 1 


Tw 
一 N(I)>0 
TNe— 1) ++1 
O t— XI 


图 2.2 
一 | ELTwoa | X1 = zjdF(zx) 


一 | [zx 二 KG zr) JdF(z) 十 | zdF(z) 


一 E[ X | +| KG — x)dF(z). 
即 得 到 更 新 方程 ,其 有 界 解 为 
K(D = ELX,) 十 | ELX Jdm(z) = ELX,J[1 + m(#)] 


— FFX, ]{ECNG) + 11}. 
例 $ 设 一 更 新 过 程 的 不 同 到 达 时 刻 服从 指数 分 布 , 有 


] 一 *， t 之 0， 
cz 一 | - 和 
0， t= 0. 


(1) 求 特征 果 数 pg, (v); 

(2) 求 过 程 的 第 7 次 到 达 的 特征 图 数 pr (v)， 

(3) 求 第 7 次 到 达 时 间 对 应 的 概率 分 布 函 数 ; 

(4) 证 明 过 程 的 计数 随机 变量 N (zt) 服从 沪 松 分 布 , 即 
FF， (人 一 > e 2 

解 (1) 由 定义 知 ， 特征 函数 是 
pa = Ele"]=| edFz() =| eed = 

(2) 过 程 的 第 ; 次 到 达 的 特征 函数 是 


; {AY 
pro (9) 一 [Lp Co 一 (i 一 . 


A 


—]v 
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(3) 第 j 次 到 达 时 间 的 概率 密度 函数 是 特征 函数 pr (v) 的 
傅 里 叶 逆 变 换 , 故 

jro ld) = EY or 
分 布 函 数 是 


SC 
] 一 e > ， -一 一 之 0， 
puo -| 2 1 ~ 


0， t < 0, 
(4) 利用 等 价 事件 的 概率 分 布 函 数 Fx (2) 二 1 一 Fx (k 一 1)， 


1 
有 下 No CJ) 一 l—Froav tk™—1) 一 e* >》， 44， ;1 二 0,],*:， 
i 一 0 


BR NG) 服从 泊 松 分 布 . 

例 6 有 一 个 确定 性 的 人 口 模型 .B(z) 表 示 时 刻 : 女 出 的 出 生 
速率 , 即 在 [t,t 十 dz] 内 有 BGC) di 个 女 婴 出 生 , 设 生存 函数 SCz) 
《 指 女 发 能 活 到 年 龄 z 的 概率 ) 和 生育 的 年 龄 强度 ( 指 年 龄 为 的 
母亲 生育 女 婴 的 速率 ,在 [t,t 十 At 1 内 生育 女 婴 数 是 8Cx)}dzx) 已 知 ， 
已 知 过 去 的 BG) CGO0) ,预测 未 来 的 BGC) (>0). 

解 ” 因 为 在 时 刻 t, 有 BC 一 x)SC(zx)dz 个 女性 年 龄 在 x 到 > 
十 dz 之 间 ( 即 工 年 前 出 生 的 女 婴 存活 超过 zz 年 的 人 数 ). 在 此 时 
刻 , 单 位 时 间 内 又 将 生育 B( 一 z)SCz)8Cz)dz 个 女 婴 ,从 而 知 每 
单位 时 间 内 所 有 育龄 段 女 性 所 生育 女 婴 数 是 

BO) = | _BG 一 zSCz)BCz)dz 
可 按 过 去 和 将 来 将 积分 分 段 , 即 
BC 一 | BC 一 zSCDPCzDdz 二 | BC 一 SCoDBCzdz 
上 式 是 一 个 更 新 方程 . 即 

f(z7) = SDRz), HO =| BOs)S)p dz. 

作 代 换 TY 十 上 ,得 
HO =| BC 一 SC 二 DB 二 Dady 
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其 中 HH(Ddt 是 由 年 龄 为 + 或 大 于 + 的 女性 在 时 间 [,z 十 A 站 内 生 
育 的 女 婴 数 . 同时 ,每 个 新 生 女 婴 将 期 待 在 年 龄 x 与 x 十 dz 之 间 
生育 /(z)dz 个 女 婴 ,于 是 ,每 一 新 生 女 婴 在 死亡 或 生存 到 年 龄 x 
之 前 将 期 待 生育 FCz) = | 7(z)d 个 女 婴 ,从 而 在 其 一 生 中 将 其 
待 生育 HH(oo) 个 女 婴 

若 歼 (co)>1, 可 解 得 B(DD 一 Ce “,t 一 co, 其 中 CC 为 常数 ,R 
满足 方程 | eeS(Cy)BCy)dy 二 1. 即 出 生 速率 将 以 渐 近 指数 增长 

车 及 (co) 过 1,k>>0,B(4) 以 渐 近 指数 地 趋向 于 零 , 即 人 群 最 
终 消 亡 | 

车 及 (oo) 一 1, 则 出 生 速率 最 终 趋向 于 一 个 有 限 的 正 数 . 


种 七 六 更 新 定理 
主要 内 容 


t 


1. 费 勒 初等 更 新 定理 记 =E[X,], 则 守 对 一 (to0)， 


右 4 一 co , 则 l/4=0. 


2. 格 点 分 布 ” 若 存在 d 尖 0, 使 得 2,P{X 二 nd} 二 1, 则 称 
随机 变量 X 服从 格 点 分 布 . 满足 上 述 条 件 的 最 大 的 4 是 此 格 点 分 
3， 布 莱克 韦 尔 (Blackwell) 更 新 定理 ” 记 1==E[X,], 有 : 

(1) 看 下 不 是 格 点 的 , 则 对 一 切 a 之 0, 当 1->co 时 ,有 
MI 十 4) 一 7RCtD) 一 >Q7 
(2) 车 下 是 格 点 的 ,周期 为 4, 则 当 n->oo 时 ,有 
P{ 在 nd 处 发 生 更 新 )->d/. 
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4. 关键 更 新 定理 (史密斯 (Smith) 更 新 定理 ) 记 w= 二 ELX,]， 
设 函数 AD,zE [0,cc) ,满足 :1% Cz) 非 负 不 增 ; 2| AD dt<eo 


设 日 (4) 是 更 新 方程 HG) 二 h() 十 jih(t 一 x)dF(z) 的 解 ,有 : 
(1) 阁下 不 是 格 点 的 , 则 


lmH(z) = | 


(2) 告 下 是 格 点 的 ,对 于 0 二 c 志 4d, 则 


“| h(xr)dr, Wo%, 


0， LO; 


ad [本 
一 一 h nd 9 
enetm | ‘ctnd), p< 


0， 凡 一 ce. 

5. 设 一 个 过 程 有 “ 开 ”“ 关 ”两 个 状态 , 先 “ 开 ”, 持 续 一 段 时 间 
后 " 关 ”; 再 持续 一 段 时 间 后 又 “ 开 ”, 再 持续 一 段 时 间 后 叉 “ 关 ”……… 
如 此 “ 开 ”“ 关 ”下 去 . 设 “ 开 ”的 时 间 为 {2Z,),“ 关 ”的 时 间 为 {Y,,)， 
(Zr9Y,) ,nn 二 1,2,… 是 独立 同 分 布 随 机 变量 , (2Z,}),(Y,}) 是 独立 同 
分 布 随机 序列 ,但 Z, 与 Y, 不 相互 独立 , 则 更 新 过 程 称 为 交错 更 新 
过 程 . 

在 区 销 更 新 过 程 中 2Z, 的 分 布 为 日 ,Y, 的 分 布 为 G,2, 十 Y, 
的 分 布 函 数 为 了 上 ,m” 一 1,2,…, 记 了 (一 已 (过程 在 上 时 刻 为 “ 开 ”} ， 
则 当 ELZ, 十 Y, 之 co, 下 是 非 格 点 分 布 时 ,有 


加 FlZ, | 
mb = FZ 1 二 本 7 本 
疑难 解析 


1 说 明 极限 lim 人 ~ > 二 的 意义 . 


答 ”在 上 一 节 已 经 知道 ,在 有 限 长 的 时 间 内 更 新 的 次 数 是 有 
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限 的 ,而 当 ->oo 时 ,N(z) 依 概率 1 趋向 于 无 穷 . 但 是 ,趋向 于 无 穷 
的 速率 是 多 少 呢 ? 这 就 是 极限 im 纪 的 意义 ， 


费 勒 初等 更 新 定理 给 出 ; 若 w= ELX,], 则 极限 lim 人 ~ 纪 一 pp 


即 更 新 过 程 的 速率 为 1/y. 

布 莱 死 韦 尔 更 新 定理 则 进一步 指出 : 奉 wp 王 ELX,j ,各 下 是 格 
点 分 布 , 周 期 为 d, 则 当 一 ”ceo 时, 己 ( 在 nmg 处 发 生 更 新 ;一 d/w; 若 
FF 不 是 格 点 分 布 , 则 对 一 切 数 a 宇 0, 当 t->co 时 ,有 M(t 十 a) 一 
MC 一 a/y. 因为 1/ 可 以 看 做 常 时 间 更 新 过 程 发生 的 平均 速率 ， 
所 以 在 远离 原点 的 一 个 长 度 为 a 的 区 间 内 ,更 新 次 数 的 期 望 值 是 
Q7/ 1 

2. 初等 更 新 定理 与 布莱克 韦 尔 定理 之 间 有 什么 关系 ? 

答 ” 前 者 是 后 者 的 特例 . 令 5b, 一 m, 一 mx,_1, 当 下 是 非 格 点 分 
布 时 ,b>1l/p (a=1) ,n>oo, 

由 极限 的 性 质 , 得 

Pb 二 十 6 __ mln) 
7? 





而 对 任何 实数 t, 有 
[z] MOz) — MD -Lt+l1. RM tj 十 1 ) 
~ [tj 二 1 


A p00, 得 "对 一 二 








BE 
”当下 是 格 点 分 布 时 ,也 可 以 证 得 同样 结果 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


如 何 将 具体 问题 分 析 清 楚 ,然后 利用 定理 求 得 结果 ,需要 读者 
多 想 、 多 动手 练习 ,细心 体会 例题 中 的 方法 与 技巧 .下面 给 出 一 些 
从 简单 到 较为 复杂 的 例题 . 
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例 1 某 控制 器 用 一 节 电 池 供 电 , 电 池 失 效 时 立即 更 换 同 一 
型 号 的 新 电池 . 设 电 池 的 寿命 服从 (30,60)( 单 位:h) 内 的 均匀 分 
布 , 求 长 时 间 工 作 时 ,控制 秦 更 换 电 池 的 速率 . 

解 ” 以 N() 记 在 时 间 上 内 更 换 的 电池 数 . 则 在 长 时 间 工 作 
时 ,电池 的 更 新 速率 是 


lim ND 一 2. 
[oo i A 
-| 1 du 二 4 Ch 
而 “一 | 1 = 
所 以 ,更 换 电 池 的 速率 为 
.AU 1 一 1 
im 7 


例 2 在 例 1 中 ,如 果 没 有 备用 电池 ,电池 失效 时 需 去 仓库 领 
取 . 设 领 取 新 电池 时 间 服 从 (0,1) (单位 :bh) 内 的 均匀 分 布 , 求 在 长 
时 间 工 作 的 情况 下 ,控制 器 更 换 电 池 的 速率 . 
解 ” 设 两 次 相 邻 更 换 间 所 需 平 的 时 间 为 
及 一 下 LX 十 下 YY， 





加 FO 1 加 
已 知 ETX] = | sd =45 (h), 
人 1 
E[Y,] = | tT od —3 Cn) 
_ ll 
所 以 ,在 长 时 间 工 作 情 况 下 ,控制 器 更 换 电 池 的 速率 是 
.人 Nb _ 1 2 一 
lim — nu 91 Ch». 


例 3 设 有 一 个 只 有 一 个 服务 员 的 银行 ,在 时 间 L0,tj 内 到 达 
的 潜在 顾客 服从 泊 松 分 布 , 到 达 速 率 为 4. 各 顾客 到 达 时 服务 员 空 
闲 , 顾 客 接受 服务 ,否则 顾客 离开 . 设 顾客 接受 服务 的 时 间 是 服从 
某 一 分 布 的 随机 变量 , 求 : 

(1) 顾客 进入 银行 接受 服务 的 速率 ; 
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(2) 进入 银行 的 顾客 占 潜在 顾客 的 比率 . 
解 ” 厂 到 达 银 行 的 潜在 顾客 服从 泊 松 分 布 , 则 两 个 相 邻 潜在 
师 客 间 的 时 间 间 隔 服 从 负 指 数 分 布 . 由 人 负 指 数 分 布 的 无 记忆 性 , 因 
此 两 个 相 邻 进入 银行 的 顾客 的 平均 时 间 为 
A 二 AH 十 1 
其 中 ,G 表示 服务 时 间 的 分 布 规律 ,表示 服务 时 间 的 平均 和 从 


而 ,在 长 时 间 工作 的 情况 下 ,进入 银行 的 顾客 速率 是 一 本 


又 知 汐 在 顾客 到 达 速 率 为 ,所 以 进 人 银行 接受 服务 的 顾客 
目 潜 在 顾客 的 比率 为 





A 1 
(IF) = I 
例 4( 剩 余 寿命 与 年 龄 的 极限 分 布 ) ”以 r() 一 TNwo+l 一 上 表 
示 时 刻 + 的 剩余 寿命 ( 即 从 + 开始 到 下 次 更 新 镁 余 的 时 间 ),s(D) 一 
一 了 Nb 表示 上 上 时刻 的 年 龄 . 求 ”9 与 sb 的 极限 分 布 . 


解 ” 令 R 王 PrGD 二 y) ,对 第 一 次 更 新 的 时 刻 Xi 取 条 件 , 得 


1， 之 t 十 y， 
P(r() >y|X,= x)=40, 上 < 工 入 上 十 yy， 
Kk, (tC— Zz), 0 过 Zz 


由 全 概率 公式 ,有 
RD 一 | Ptr(D>y| Xi 一 zjdFCz) 


=| dFGnD 二 | Rd 一 zDdFCz) 
rt-y 0 


=1 一 F(t 十 y) 十 [We — F(t y— x)]dF(z). 
这 是 一 个 更 新 方程 , 依 定理 有 和 解 
RD = 1 一 FG 十 力 十 | [1—FG+y—z)]dF(z). 
设 p 一 下 XI <coe, 则 
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wx 一 | zdF(z) = | [1 一 FC)]dz 一 co 
0 0 


从 而 | DFGtwld~=| [一 Fo]dz<co 
即 1 一 F(z 十 y) 满 足 关键 更 新 定理 条 件 , 有 
limP{r(2)>y}=limk, (1)= 二 | 6 — F(z) |dz,z > 0. 


从 霸 式 可 得 s() 的 分 布 . 因为 
{rl(f)>r, sy EIr(—Yy) ry}, 
于 是 nm rt) > zx,s(t) > y) 


= lim{r(t—y) > z+y) = = 二 | [1— FJdz, 


然后 , 取 特 例 即 得 
limP{s(t) > y}= limP{s(t) > y,r(t) > 0} 


一 1| 0 — F(z) ldz. 
Hy 


由 本 例 可 得 出 应 用 关键 更 新 定理 的 常用 方法 与 技巧 是 ; 先 关 
于 某 次 更 新 (一 般 取 第 一 次 或 时 刻 :前 的 最 后 一 次 ) 取 条 件 得 出 一 

个 更 新 方程 ,再 利用 关键 更 新 定理 推导 所 需 结 

例 5( 商 店 存货 问题 ) 一 商店 经 营 菜 类 商品 , 设 顾 客 按 一 更 
新 过 程 到 达 , 到 达 时 间 间 隔 是 非 格 点 分 布 F; 每 个 顾客 购买 的 商品 
数 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,分 布 函数 为 G. 商店 的 进货 策略 是 ， 
若 某 顾 客 购 货 后 库存 量 少 于 S 就 进货 ,使 存货 达到 S, 否 则 不 进 

SS 一 之 ， 六 S， 

货 . 即 若 一 顾客 购 货 后 存货 为 z, 则 进货 数 应 为 | 一 <" 设 
进货 是 立即 完成 的 ,不 占 时 间 . 以 XCD 记 在 时 刻 ; 商品 的 存货 量 ， 
求 limP{ X(t) 之 zx}. 

解 “ 若 XC0) 二 S 作为 “ 开 ”, 存 货 数 少 于 x 作为“ 关 ”, 得 到 一 
个 交错 更 新 过 程 . 由 主要 内 容 5 得 
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E[ 一 次 循环 中 存货 数 大 于 xz 的 总 时 间 ] 
limP{ X(t) > x} 一 E[ 一 次 循环 的 总 时 间 ] 


设 按 先后 顺序 ,第 i 个 顾客 购 货 数 为 Y,, 令 

N, = min{n:Y 二 YY 二 +… 二 Y, > Sz). 
N, 表示 一 次 循环 中 首次 使 存货 数 少 于 工 的 顾客 的 序数 ,NN, 表示 
一 次 循环 终止 时 顾客 的 序数 ,X,; 表示 到 达 时 间 间 隅 ,并 设 到 达 时 
间 间 隔 与 顾客 购 贷 数 是 相互 独立 的 . 由 沃 尔 德 等 式 ( 见 第 六 节 例 
4) 知 


limP{X(#) 之 x} = EC >) Xi]/EC ZX] = ELN, J/ELN,). 
这 样 ,由 NN, 的 定义 ,可 将 N, 一 1 看 做 “到 达 时 间 间 隅 ”为 Y;,i 之 1 
的 另 一 个 更 新 过 程 在 L0,S 一 zj 中 的 更 新 次 数 ,所 以 
E[N,|= mS—z)++1, ELN,|= mc(S—z)+1. 
这 里 mc 一 SG, ,G; 为 Y; 的 共同 分 布 G,i= 1,2,…. me(z) 
为 更 新 过 程 的 更 新 函数 . 于 是 ,得 到 极限 式 


limP(X(CD > xz} = Te r<S. 
上 2 G 


77 


第 一 六 ”马尔 可 夫 过 程 的 概念 


主要 内 容 


1 如果 对 于 工 中 任意 有 限 个 点 如 过 ts 二 … 过 t, ,以 及 EE 中 任 
意 点 二 (一 1, 2 0) ,和 五 中 的 任意 波 赴 尔 (Borel) 集 A, 都 有 
PX(t EA| XG) = zr, XG,) = zr, KU) = x, XC) = ZX), 
则 称 随 机 过 程 {(X(2),t€E 全 } 为 马尔 可 夫 (Markov) 过 程 . 称 其 条 件 
有 马尔 可 夫 性 . 
土 述 纺 论 也 可 写成 
P{X(t) < | X(t) = x Xt) = x KO) = xr) 
= P{IX(t) 过 zr, | X(t ID) 一 和 入， 


或 FP, ews, Cz, | | ;tl ’ 2 9 bl ) 


一 (yt | Tt ), 

参数 集 TT 二 (0,co0) 或 TT 二 (0,1,2,…) 二 N' ,状态 空间 EE 二 RR 或 RR 

2, 马尔 可 夫 过 程 可 以 分 为 : 

(1) 时 间 参 数 离散 、 状 态 空 间 离 散 的 过 程 , 称 为 马尔 可 夫 链 ， 
简称 马 氏 链 . 

(2) 时 间 参 数 连续 状态 空间 离散 的 过 程 称 为 纯 不 连续 马尔 
可 夫 过 程 或 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 . 
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(3) 时 间 参 数 离散 .状态 空间 连续 的 过 程 , 称 为 马尔 可 夫 序列 . 
(4) 时 间 参 数 连 续 , 状 态 空间 连续 的 过 程 , 称 为 连续 马尔 可 去 


疑难 解析 


马尔 可 夫 过 程 有 什么 特性 ? 

答 马尔 可 夫 过 程 具 有 马尔 可 夫人 性 或 无 后 效 性 , 即 : 在 过 程 
(或 系统 ) 在 时 刻 所 处 的 状态 为 已 知 的 条 件 下 ,过 程 在 时 刻 t> 
所 处 状态 的 条 件 分 布 与 过 程 在 时 刻 i 之 前 所 处 的 状态 无 关 . 也 就 
是 说 ,在 已 知 过 程 的 “现在 ”的 条 件 下 ,过程 的 “将 来 ”与 过 程 的 “过 
去 ”无关 ,只 与 “现在 ”有 关 . 

马尔 可 夫 性 可 用 分 布 溯 数 来 表述 . 设 随机 过 程 {X(2),t€ 工 ) 
的 状态 空间 为 上 , 厂 对 时 间 : 的 任意 7 个 数值 过 ts 过 … 过 #,, 在 
条 件 X(t)= 二 x,,Xx,EE，1i 二 1,2,…,n 一 1} 下 ,有 

PI{X(#) ST, | XH) = zr, Rt) = x Tt 1) 一 工 ) 
= P(X(t,) xr, | X(t ) = ), Zz, ER, 
或 Pe (Za 加 | Ty ys Ta Tt tos st ) 
一 Fe, (zt | Ti st), 


到 f, EL (xz, > 过 1， 过 2 9 "9Tl 1 2 大) 
rn 12 rn-l 
f, | (zx, ?了 | el , 志 ，1 ). 
n #1 


上 各 式 的 瑟 法 在 不 同 教材 中 可 能 有 所 不 同 ( 如 对 分 布 隔 数 和 概 
率 密度 隧 数 的 表示 式 , 有 的 教材 不 写 出 括号 内 的 1;) ,要 注意 识别 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
熟 臣 定义 ,辨识 哪些 过 程 是 马尔 可 夫 过 程 ,可 为 后 面 的 证 明 与 


计算 更 定 基础 . 
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例 1 设 t 人 XGOtE TI 是 一 独立 随机 过 程 , 即 对 于 ?个 与 ， 刀 ， 
ETXGD) XXX 总 体 独立 ,证 明 :;(XCDtET} 
是 一 马尔 可 夫 过 程 . 

证 ”由 题 给 条 件 知 , 随机 事件 X(t) 二 zx,，X(t) 二 ZX,，…， 
X(t ) 二 zx (ts 和 zz 也 相互 独立 ,所 以 

P{X() 过 x | KX) = rx, Kt,) = rx Kt,) = x,) 

一 P(X(t) 扫 工 )， 

Pi{X(D) 之 xz | X(t) = 7,) = PIX() Cx}, 
从 而 P{XGQ) 委 工 | XGO) = xz, X(t) = 7 R(t,) 一 工 ) 
= P(X(G) 过 xz| X(t) = zx,}. 
即 知 {X(t) ,tET} 是 马尔 可 夫 过 程 . 
例 2 设 E= 二 R,(Y(n),n 之 1) 是 独立 随机 序列 , 令 X(1) 王 


Y(1), X(n) = SYCk) , 则 《和 (zz) ,2 之 1 是 一 马尔 可 夫 过 程 . 
形 一】 


证 由 题 给 条 件 知 , 当 $s 过 5 过 … 过 5 过 srr 《之 1) 时 ,随机 
变量 XC(s1),X(ss)— XCs1) ,XCs) Xs 1), XCs+ri)— XCs) 
相互 独立 . 

令 T,X ,TEE,A 为 EF 中 的 波 雷 尔 集 , 则 

A 一 人 Zr: 一 y 一 TiyyEA) 
也 是 下 中 的 波 雷 尔 集 . 故 闵 (51) 二 xz X(Cs ) 一生 (5 ) 一 并 一 并 9， 
XSD 一 XG 1) 二 Zz 一 X19 半 (5, 403) 一 XX(s,) 二 ZX 也 相互 独立 . 且 
PI{X(s) Sy | Xs) = xi, Ks) = ze sR(s,) 一 工 ) 
= P{X(s) — Xs ) SIO— x, | Xs1) = Zz, 
Xs,) — XC(s) = zx, OO— Ti KS) — Xs 1) = zx, Xi} 
一 P(X(s 1) — X(s) yO— ZI}. 
类 似 地 ,因为 XCs,,;) 一 XX(s,) 与 XCs,) 独 立 ; 所 以 
P(X(sir) yy | (5,) 一 Xx ) 
=~ P(X(sn) — XCs) yO— zx, | XCs,) = x,) 
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= PPXCS 一 XXGS 二 > 一 工 ). 

从 而 ,(X(z) ,之 1)} 是 一 马尔 可 夫 过 程 . 

例 3 设 {(X(),tET) 是 一 独立 增 量 过 程 , 是 P(X(CO) 一 zo)} 
一 1 (zo 为 常数 ) ,证 明 ;{X(2),t:ET} 是 一 马尔 可 夫 过 程 . 

证 与 例 2 类 似 , 由 已 知 条 件 得 , 当 0<t<t 过 …<t, 达 :ET 
时 ,有 XX(t) 一 (#6) ,外 (zf,) 一 耻 (#),… ,X(t) 一 时 (z,) 相 互 独立 . 
不 妨 设 zo 二 0, 于 是 ,XGO) 一 XX(z,) 与 XX(4) ,站 (tf,),… ,X(t,) 相 互 
独立 . 故 

P(X(t) rT) XH) = ri KX) = xs, RK) 一 工 ) 

一 了 (Xi 一 和 人) Cr—z, | X(t) = zn, 

X(t,) 一 To 有 CE ) 一 工 ) 

一 PIX(t) — X(t,) 之 TX,}. 

又 因为 PIX(D<Zr| XC )=zx,} 
=PiX(t)— X(t )Sr— ZT | X(t ) = xr,} 
一 了 (X(Cb 一 XGOD)<z 一 了 )， 
故 PXICiD 魏 并 XGO) 一 ZX() 一 ZX ) 一 工 } 
=P{X()<zr|X()=x,). : 

即 知 {XC) ,tiET} 是 一 马尔 可 夫 过 程 . 

也 可 以 由 例 2 结果 直接 得 到 结论 . 

因为 泪 松 过 程 是 独立 过 程 ,所 以 泊 松 过 程 是 马尔 可 夫 过 程 . 维 
纳 (Wiener) 过 程 也 是 马尔 可 夫 过 程 . 


第 二 节 马尔 可 夫 链 的 概念 


主要 内 容 


l. 设 马尔 可 夫 过 程 {X， ,7 全 了 丁 ) 的 参数 集 T= 二 40,1,2,…), 状 
态 集 {二 zz 以 是 410， 士 1， 十 2,…}) 或 {0， 1] ,2,…) 或 
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{0,1,2,.…,n}. 

定义 ” 设 有 随机 过 程 {(X,,nET)}, 若 对 于 任意 的 整数 nmET 
和 任意 的 10 971 1 有 

PIX =in | Xo =i,X) = ,XK, = i 一 了 

一 下 入 sr = Lp | X, = i} 

则 称 {X,,mE 于 为 马尔 可 夫 链 或 马 氏 链 . 

2. 条 件 概率 p; (m) 二 P{X+i 二 71X 二 沾 称 为 马尔 可 夫 链 
{(X,,nET}) 在 时 刻 m 的 一 步 转移 概 认 . 

条 件 概率 p;” (Cm) 二 P(Xrs 二 7 |X 二 人 直 } 称 为 马尔 可 夫 链 
{X, ,nT} 在 时 刻 m 的 步 转 移 概 率 . 

3. 马尔 可 夫 链 {X,,nE 了} 的 转移 概率 pw (m) 具 有 下 列 性 
质 : 

(1) pH Cm)0, i,jET; (2) > ph m)=1, i,jEL. 

1， 1 一 1)， 
0， ?天 /1. 

4. 车 对 于 任意 的 i,;7 ET, 马 尔 可 夫 链 {X,,nE 人 的 转移 概 座 
只 与 i,7 有 关 , 而 与 时 刻 ”无 关 , 则 称 马 尔 可 夫 链 是 时 齐 的 或 齐 次 
的 ,并 记 p; Cm) 为 p;. 

5. 一 步 转移 概率 p; 所 排 成 的 答 阵 

pu Pz ”… ji， 


并 且 规 定 py (mm) 一 


Pz Pa2z zP2 
P= 
Pp l pr Pm 


称 为 转移 概率 矩阵 . 它 具 有 下 列 性 质 : 
(1) PP 一 PP” (2) P™=P.. 
6， 切 普 受 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (Chapman-Kolmogorov) 方 程 对 于 
任意 整数 k,l, 有 
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pH Cm) = Dp Cm) ph m+ k). 
r€E1 
= 之 之 2 ps Op, ,mt ps; Cm Tk). 


"Els,€I 下 入 了 


推论 2 ph (ma) 一 psCm)p, m1) 
r€J] 


一 2p Cm)p, mt k). 
rel 
7. 设 {X,,nET)} 为 马尔 可 夫 链 , 称 


p;=PiX=j}) 和 p,m = P{X,=j}, JE 
为 {(X,,nET} 的 初始 概率 和 绝对 概率 ,并 分 别称 (p;,7€E7T) 和 
(p;(7n) ,jET) 为 {X,,nET) 的 初始 分 布 和 绝对 分 布 , 简 记 为 (pp;} 
和 {pp;(n)). 称 概率 向 量 

Pi(n) = (pn ,p(n),), n>0 
为 n 时 刻 的 绝对 概率 向 量 . 而 称 
P™ (0) = (pi,p,,*…) 

为 初始 概率 向 量 . 

对 于 任意 jEIT 和 nn 之 1, 绝 对 概率 p;(n) 具 有 以 下 性 质 . 

(1) p(n) = pp (2) p;(n) = DPCn— Dpss 

| i 
(3) P'(n)=P' (0)P™; (4) 了 (Nn)=P’ (n~1)P. 
8. 设 {X,,nET) 为 马尔 可 夫 链 , 则 对 于 任意 iso,*…' ,i EIT 


和 7n 之 1 ,有 
PX 一 21， 人 入 ， 一 1 从， 一 1 》 一 Dpips 力也 
tJ 


Rn—l 六 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 切 普 曼 - 柯 尔 英 哥 洛 夫 方程 (简称 C-K 方程 )? 
答 ” C-K 方程 表明 ;从 状态 i 出 发 经 过 十! 步 到 达 状 态 7 的 
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过 程 可 分 两 个 阶段 : 先 从 状态 i 出 发 经 过 上 步 到 达 状 态 >, 再 由 状 
态 7 出 发 经 过 ! 步 到 达 状 态 7. 由 马尔 可 夫 性 ,后 一 阶段 的 状态 转 

移 与 前 一 阶段 的 状态 转移 独立 , 故 两 个 阶段 的 转移 概率 是 相 乘 的 
关系 . 而 经 过 上 上 步 所 到 达 的 状态 7 不 受 任 何 限制 ,因此 要 对 全 部 的 
-~ 求 和 . 

C-K 方程 的 证 明 对 研究 马尔 可 夫 链 是 十 分 典型 的 . 它 的 证 明 
过 程 是 : 先 按 某 种 方式 分 解 事件 (C-K 方程 证 明 中 是 按时 刻 的 
状态 分 解 的 ) ,然后 利用 条 件 概 率 的 乘法 公 陈 、 己 尔 可 夫 性 与 齐 性 
进行 证 明 . 今后 其 它 问题 的 证 明基 本 上 也 是 这 一 模式 ,读者 应 努力 
掌握 它 . 

2. 对 于 齐 次 马尔 可 夫 链 , 其 初始 分 布 与 有 限 维 分 布 有 何 关 系 ? 

答 ”首先 ,; 设 (X,,nET) 为 齐 次 马尔 可 夫 链 , 则 它 的 有 限 维 分 
布 了 涌 数 由 其 初始 分 布 与 一 步 转 移 概率 唯一 决定 . 因为 由 全 概率 公 
式 与 马尔 可 夫 性 ,有 


P{X) = 7,X, 一 四 XXX = i,)} 

一 P{U Xo io,XI = XX, = 二 2,) 

= P(X 一 加 ,XI = i X, = i) 

一 SP{X =i}P{X, = | X = i} 
P{X, =i, | XU 一 四 XI 一 站 XI 一 |) 

一 SP{X =i}P{X) = | X = i} 
PIX, = i, | Xi 一 2 1) 

= Dp Poa" bisa 


反之 ,车 一 个 随机 变量 序列 {X ”ET 的 有 限 维 分 布 由 上 式 
给 出 ,其 中 (p;,i€E 了 为 一 概率 分 布 ,z 为 转移 概率 , 则 {(X,,nE 工 ) 
是 一 马尔 可 夫 链 , 即 有 和 定义 中 的 马尔 可 夫 性 等 式 成 立 .zi ) 是 其 
特 移 概率 和 矩阵, pj} 是 其 初始 分 布 . 
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万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


对 于 齐 次 马尔 可 夫 链 ,会 求 一 步 和 上 步 转 移 概率 、 或 者 转移 概 
率 抢 阵 是 十 分 重要 的 . 

例 1 设 有 独立 重复 试验 序列 (x, ,n 之 1}. 以 XX, 二 1 记 第 nn 次 
试验 时 事件 A 发 生 , 且 P{X, 二 1)= 二 p; 以 X, 二 0 记 第 次 试验 时 
事件 A 不 发 生 , 且 P{X, 一 0} 二 g 二 1 一 p. 求 & 步 转移 概率 和 矩阵 . 

解 ”(X, ,nn 之 1) 是 齐 次 马尔 可 夫 链 . 由 独立 性 知 

P(X =in|X,=i}= P(X =i+1)}. 

又 由 重复 性 知 ,有 


ps ~— P(X, 一 用 一 人 一 
q， J) 一 -0 
Po Po gq pp 

P=|， | 
= 各 红 [ 分 

gq PP 2p gq 也 

Pw — FP = | ?| 

9 pp- 


例 2 设 {(X,,n2>1) 满 足 例 1 的 条 件 .车 有 Y, 一 Xsn 之 1 
证 明 ; (Y,,n 之 ]} 是 齐 次 马尔 可 夫 链 ,并 求 二 步 转移 概率 答 阵 
解 因为 YY =X =i =X 十 X= = YX, 


= Yr = YX = YY = 一 2 
由 于 Xm 写 Y 了 ,Ys,…,Y, 相互 独立 ,因此 
PiYnm = in [Y= iY = i =) 
= P(X 一 zh 一 加 | Y, = i Ye = i = i) 
= PX = i — 4. 
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同 理 已 (六 一 加 | 一 和 一 民有 一 加 一 加 和 
所 以 ,(Y,,n 宇 1) 是 马尔 可 夫 链 . 由 于 {X, ,nn 之 1} 是 齐 次 马尔 可 夫 
链 , 故 {(Y,z 之 1 也 是 齐 次 马尔 可 夫 链 . 

pj 一 PlY,n = 7 |Y, = 2) 一 P(X 一 j 一 2) 


2， 7 三 2， 
一 p， 7] 二 7 十 1， 


0， 其 它 ， 
gq pp 
故 有 一 4 9 
q pp 
q 2pqg pp’ 
2 2 
(2) q Zpg p 
Pc2) = PP 一 


q Zpg p 


下 面 的 问题 即 可 用 例 2 求解 . 独立 地 重复 抛 神 一 枚 硬币 ,每 次 
抛掷 出 现 正面 的 概率 为 冰 ,0<bp<1 ,出 现 反 面 的 概率 为 q 王 1 一 户 
令 也 是 前 次 搜 拖 出 正面 的 总 次 数 (2 之 1) , 则 (7 之 1 是 一 个 
齐 次 马尔 可 夫 链 ,其 一 步 与 二 步 转移 概率 矩阵 如 例 2 所 述 . 

例 3 设 (X,,nE€ 丁 ;是 一 个 马尔 可 夫 链 ,其 状态 空间 I 二 
(a,b,c) 转移 概率 矩阵 为 

l/2 1/4 1/4 
P= 区 0 | 
/5 2/5 0 
求 :(1) P{X,=6,X,=c,X,=a,X,=c, 
X.=—=a,X,=c,X,=b|X,=c}; 
(2) P{X,,, =c|X, =06}. 


解 (1) 由 马尔 可 夫 性 与 齐 次 性 ,可 得 
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上 一 上 AI 一 |X 一 c)PIX 一 c|1X 一 用 
* PiX; =a| X,=c}P{(X, 一 c | X, 一 a) 
* PIX; =a| X,=c}P{X, =c| X. = a) 
* PiX,=6b| X, = ce 


_2.1.3.,.1.3,1,2_ 3 
5 3 5 4 5 4 5 2500 


(2) 因为 所 求 为 二 步 转移 概率 , 先 求 二 步 转移 概率 矩阵 
17/30 9/40 57/24 
P*?=PP=|8/15 3/10 1/6 |， 
17/30 3/20 17/90 


| 
~ 


故 P(X 一 < X, =0)=[P{X,n = cl X, =67 = 


例 4 设 有 1,2,…,6 共 六 个 数字 ,从 中 随机 地 取 一 个 , 取 中 
的 数字 用 Xi 表示 ,对 xz] 令 X, 是 从 1,2,…,X,_| 这 XX 个 数 
字 中 取 中 的 数字 . 证明: {X,,n 宇 1} 是 一 个 马尔 可 夫 链 , 求 其 状 太 
空间 上 及 一 步 和 en 

解 ” 状 态 空间 = {1,2,…,6). 任 取 nn 之 l,i ,2 EEE, 
要 使 P{X A 19"° wa 应 有 1 之 12 之 ， “* 之 1,， 
此 时 Pt | XX 


1 一 ] 
1 


一 二 PIX,=i,| Xl=i 


i 
一 步 和 二 步 转移 概率 矩阵 为 
1 
1/2 1/2 
1/3 1/3 1/3 
1/4 1/4 1/4 1/4 
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 
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3/4 1/4 
myo pp | 1118 5/18 1/9 
25/48 13/48 7/48 1/16 
137/300 77/300 47/300 9/100 1/25 
49/120 29/120 19/120 37/360 11/180 1/3 
例 5( 天 气 预 报 问 题 ) 设 明 天 是 否 有 古 仅 与 今天 的 天 气 有 
天 ,而 与 过 去 的 天 气 无 关 . 又 设 今 天 下 十 而 明天 也 下 十 的 概率 为 
a, 而 今天 无 十 明天 有 十 的 概率 为 8; 规定 有 两 天 气 为 状态 0, 无 雨 
天 气 为 状态 1. 因此 问题 是 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 . 设 a 二 0.7,8== 
0. 4, 求 今天 有 两 且 第 四 天 仍 有 两 的 概率 . 
解 ”由 题 设 条 件 , 得 一 步 转移 概率 年 阵 为 
Poo Po a 1l—a 0.7 0.3 
i ,= 1 一 人- 0 ,el 
于 是 ,二 步 转移 概率 矩阵 为 
, 0.7 0.31r0.7 0.3 0.61 0.39 
P =Pp=|,, » llos ,6 中 52 | 
四 步 转移 概率 矩阵 为 
pd peo pe _ ? 5749 0. 4251] 
0. 5668 0. 433 2 
从 而 得 到 今天 有 雨 且 第 四 天 仍 有 两 的 概率 为 
py 一 0.5749. 
例 6 一 质点 沿 标 有 整数 的 直线 游 动 . 设 经 一 步 由 点 : 移 到 点 
i 一 1 的 概率 为 p, 留 在 点 i 的 概率 为 g, 移 到 点 i 十 1 的 概率 为 >, 且 
bp 十 g 十 > 一 1, 求 一 步 转移 概率 矩阵 与 二 步 转移 概率 矩阵. 
解 ” 依 题 意 , 有 
pij-i—=p, pi;=q: pijti=r, 
且 p; 二 0， 7J<: 一 1( 或 7 十 1)， 
88 


于 是 


P= (p,), PY = (p» ), 


0， 7] 之 1 一 1， 
p, j=i—l， 


其 中 pi; 一 439 7 


2， 


r， 7 一 2 十 上 上， 

0， 1 > 十 上 |. 

由 二 步 转 移 概率 的 性 质 py” 一 Dj paps ， 得 
k=] 


(2) 
py = 


0， 


j 过 i 一 2， 
j 二 i 一 2， 
j =i 一 1， 
j 一 

j= 二 i 十 1， 
j 二 i 十 2， 
j > i 十 2. 


例 7 设 有 一 质点 在 直线 上 作 随 机 游 动 ,其 状态 空间 I 二 
(0,1,2,…,m}). 质点 经 一 步 自 点 i 移 到 点 i 十 1 的 概率 为 户 , 目 点: 
移 到 点 i 一 1 的 概率 为 9 二 1 一 DT1<i 和 mm 一 1. 状态 0,m 为 吸收 态 
( 若 质点 到 达 X, 二 0 时 ,X,+; 就 停留 在 零 状态 , 则 称 此 状态 为 吸收 


态 ). 求 其 转移 概率 矩阵 . 


解 (X, ,n 之 0} 是 一 齐 次 马尔 可 夫 过 程 . 其 一 步 转 移 概 率 为 


piini 二 Pp， limo—l, 
pi 1 ==g， li 达 m—1,， 
pi; = 0， 

poo = pm = 1. 


j 关 i 一 1 和 i 十 1, 1 和 1 和 7 一 1， 


由 于 吸收 态 0,m 是 状态 空间 的 两 个 端点 , 故 称 此 种 过 程 为 有 两 个 
吸收 壁 的 随机 游 动 . 状态 i 为 马尔 可 夫 链 的 吸收 态 的 充 要 条 件 是 
p; 二 1. 其 一 步 转移 概率 矩阵 是 (m 十 1) X (mm 十 1) 和 矩阵 
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1 

例 8 甲乙 两 人 进行 一 种 比赛 , 设 每 局 比赛 甲 胜 的 概率 是 p， 
乙 胜 的 概率 是 9, 和 局 的 概率 为 ~", 且 p 十 gq 十 r 二 1. 设 每 局 比赛 胜 
者 记 1 分 , 负 者 记 一 1 分 ,和 局 记 零 分 . 当 有 一 人 获得 2 分 时 比赛 
结束 . 以 X, 表示 比赛 至 ”局 时 甲 获得 的 分 数 , 则 (1X, ,2 之 1]) 是 齐 
次 马尔 可 夫 链 . 

(1) 写 出 状态 空间 1; (2) 求 出 二 步 转移 概率 矩阵 ; 

(3) 求 甲 已 获 1 分 时 ,再 完 两 局 可 以 结束 比赛 的 概率 . 

解 (1) 1 二 (一 2, 一 1,0,1,27. 

(2) 显然 ,转移 概率 矩阵 


] 0 0 0 0 
gq rr pp 0 0 
P=~=0 gog rr pp 0|,， 
0 0 gag r pp 
0 0 0 0 1 
P4 一 PP 
] 0 0 0 0 
qtrp ripa 2pr p” 0 
一 | g 20 r+2pg 2pr p’ 
0 gq 2gqr paq+r p+pr 

O 0 0 0 1 


(3) 经 二 局 结束 比赛 包括 两 种 情形 ; 甲 得 1 分 经 二 步 转移 至 
得 2 分 而 结束 比赛 ,或 甲 得 1 分 经 二 步 转移 至 得 一 2 分 ( 乙 得 2 
分 ) 而 结束 比赛 . 因此 ,有 
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P= pstp = (pirp)id0 = pl 二 r). 

企 解 此 题 时 ,该 者 党 第 会 漏 反 第 二 种 情形 . 尽管 本 题 中 第 二 种 
情形 概率 为 零 ,但 我 们 必须 学 会 全 面 、 准 确 地 分 析 问 题 . 

例 9CM/G/1 排队 系统 ) 顾客 到 只 有 工 个 服务 员 的 服务 站 是 
参数 为 4 的 福 松 过 程 ,服务 员 闲 着 则 立即 为 顾客 服务 ,否则 需 排 队 
等 待 . 设 每 名 顾客 接受 服务 时 间 是 独立 的 随机 变量 ,有 共同 分 布 
G, 且 与 到 来 过 程 独立 . 字母 M 代表 顾客 的 到 来 间隔 是 指数 分 布 ， 
G 代表 服务 时 间 分 布 ,1 代表 只 有 1 个 服务 员 . 若 以 X, 记 第 nn 个 
顾客 走 后 剩 下 的 顾客 数 ,n 之 1 , 求 转移 概率 . 

解 已 知 X, 表示 第 n 个 顾客 走 后 剩 下 的 顾客 数 ,n 宇 1, 再 令 
Y, 为 第 n 十 1 个 顾客 接受 服务 期 间 来 到 的 顾客 数 , 则 

fy 十 7Y,， An 之 0， 
X,, 一 : 
YY ， X, 二 0. 
由 于 YY, ,n 之 1 代表 在 不 相 重 合 的 服务 时 间 内 顾客 来 到 的 人 数 , 来 
到 过 程 又 服从 泊 松 过 程 ,所 以 Y, ,n 宇 1 是 独立 同 分 布 的 ,有 


Ply, = J+ = | em dG(z) k= 0,1,2,. 
0 


从 而 由 X41 的 结构 与 上 式 知 {X, ,n 宇 1) 是 马尔 可 夫 链 . 转移 概率 
为 


po; = | e 和 dG(z)， 7 之 0. 
p; 一 | i, 7 之 1 一 1 之 1， 
Pi 一 0， 其 它 . 

注意 ” 右 以 X, 表示 时 刻 上 系统 中 的 顾客 人 数 , 则 {X,,t 宇 0} 
不 具备 马尔 可 夫 性 .已 知 系统 在 时 刻 t 的 人 数 , 要 预测 未 来 ,虽然 
不 用 关心 最 近 一 名 顾客 到 达 后 已 过 去 的 时 刻 , 但 要 注意 已 接受 服 
务 的 顾客 及 其 已 接受 服务 的 时 间 ( 因 为 G 不 是 指数 分 布 ,不 具备 
无 记忆 性 ,所 以 已 服务 的 时 间 与 离 去 时 间 有 关 ). 因此 ,对 具体 问题 
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应 选择 适当 的 XX, ,使 可 以 直接 或 间接 得 到 一 个 马尔 可 夫 链 . 
例 10 A 种 啤酒 的 广告 改变 广告 方式 后 经 市 场 调查 发 现 : 买 
A 种 啤酒 及 另 三 种 啤酒 B,C,D( 设 市 场 上 只 有 这 四 种 啤酒 ) 的 顾 
客 每 两 个 月 的 平均 转移 率 如 下 : 
A—A(95%)—>B(2%)—>C(2%)—D(»%), 
B-—>A(30%)—B(60%)—C(6%)-—>D(4%), 
C—>A(20%)—B(10%)—>C(070%)—D(O0%), 
D->A(20%)-—>B(20%)->C(10%)—>D(50%). 
设 目前 购买 A, B,C,D 四 种 啤酒 的 顾客 的 分 布 为 (25%,30%， 
35%,10%), 求 半年 后 A 种 啤酒 占有 的 市 场 份额 . 
解 ”因为 ,转移 概率 矩阵 为 
0.95 0.02 0.02 0.01 
0.30 0.60 0.06 0.04 
”|o.20 0.10 0.70 0.00| 
0.20 0.20 0.10 0.50 
再 令 p=Gayp pp ) = (0.25,0.30,0.35,0.10). 
半年 以 后 顾客 的 转移 概率 矩阵 为 PW ,而 
.8894 0.8894 0.8894 0.8894 
0. 60175 0.60175 0.60175 0.60175 
0.4834 0.4834 0.4834 0.4834 
0.5009 0.5009 0.5009 0.5009 
因为 只 关心 从 A,B,C,D 四 种 啤酒 经 三 次 转移 后 转 到 A 种 的 概 
率 ,所 以 由 P” 的 第 一 列 , 得 


Pp 一 一 


0. 889 4 
0. 601 5 
Pp 一 一 (0O., 25 ,0., 30 ,0, 35 ) 0 10) ~ 0, 624. 

0. 483 4 
0. 5009 

所 以 A 种 啤酒 在 半年 后 占有 的 市 场 份 额 为 62. 426 ,广告 的 效益 

很 好 . 
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例 11 设 {Yi,k 之 1} 是 一 个 独立 同 分 布 的 取 非 负 整 数 的 随 
机 变量 序列 ,PtY, 二 让 二 a， (i 之 0). 令 X= (DY,) ,n 之 1 
二 1】 
证 明 : (XX, ,n 之 0} 是 马尔 可 夫 链 ,并 求 其 一 步 转移 概率 短 阵 . 
解 入， 的 值 域 为 (0， 1,2° ,3 ，,"**} 二 上 ， 入 ,1 二 入 ， 十 2VX。 
Yi Yr ;之 1. 有 
Pl{X, 一 1 | 入 ， 一 1 入,，1 一 1 从 1 一 7 
一 了 人 十 2vViY 二 Yi = in) 
一 P(X 一 tn | X, 一 如)， 
所 以 ,{X, ,nn 之 1) 是 马尔 可 夫 链 . 转移 概率 


p; = P{it+2yiY, 二 Y= 二 站 二 a _Fr (1 EE, 2), 
pj; 二 0 QJ). 
故 ,转移 概率 矩阵 为 


例 12 设 马 尔 可 夫 链 {X, ,n 宇 0} 的 状态 空间 1 二 {0,1}). 转移 


概率 矩阵 P| ， ” "| 


(1) 设 | pw 十 pu 一 1| 过 1, 用 数学 归纳 法 证 明 : 
Po = 1 I | 
2s— poo — Pi li—p 1 pow 
(pw t pu 1) l—po ~—(l— po) 
2— poo — Pu — 《1 — pi) 1 一 pi 


1 一 户 
7 BR .li (n) 一 | (n) —. 11 ， 
(2) 证 明 ， limpo = limp 2— Dp —D 


十 | 2D; 
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1 一 户 
lim 《7 _ ] (n) 00 | 
Pn Pl 2 poo — P11 
证 (1) 因为 P” = 二 PP, 所 以 
Pp A 十 pol plo Poo Po 十 网 网 


ioPoo 十 Dj Piopoi tt pnp 
1 
当 n 二 1 时, 2 pa 二 1 (i 二 0,1), 得 
ko 


p— 1 A | 
2 poo — pu | — pi | 一 poo 
+ 如 一-| | — po | 
2 ~— poo — Pi — (1— p,) 上 一 pn 


设 当 n= 二 上 时 ,结论 成 立 . 那么 当 n= 二 kk 十 1 时 ,有 


PHD PP 一 ;| br Po IP 
po putl—py 1— po 

+ bet pu ‘pw | 

4 po pu Ll—(l—p) 1] — py 
四 1 I | 

po putl—py 1 po 

+ poten | bo | 
spo—pn Ll—(i—p,) ] 一 pu 

故 结论 成 立 . 


k—co 
(2) 因为 | po 十 pi 一 1 过 1, 故 | pw 十 pi 一 1|* 一 一 >0. 在 
Pp 式 中 , 令 >co 即 得 


: (nn) i: (n) ] 一 Dp 
spo mp 2 一 pw— pn 
ml po 
oo 2 — poo — Pp 

例 13( 随 机 游 动 问题 ) 随机 游 动 是 马尔 可 夫 链 的 典型 例子 ， 
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limpy®? = limp 
HO HC 


例 6、 例 7 都 是 随机 游 动 的 例子 . 随机 游 动 的 统计 特性 由 它 在 边界 
的 行为 所 决定 . 常见 的 随机 游 动 有 以 下 玉 种 ， 
(1) I 二 4 ,一 2, 一 1,0,1,2,…), 在 士 co 的 边界 上 没有 任何 
限制 , 称 为 自由 随机 游 动 . 一 步 转移 概率 为 
Pii-i—=p, Piir=—=q=l—p, i€1, 0<~p<1. 
其 余 的 p; 二 0. 一 步 转移 概率 矩阵 


pp 0 
P= p 


(2) 1 二 {0,1,2,…) ,po 二 1, 称 之 为 有 一 个 了 豚 收 壁 {状态 0) 的 

随机 游 动 . 一 步 转 移 概 率 为 
Pi ppiin 二 4=1—pi 之 1l, pw 一 |， 
1 0 
p= I? 9 4 

pp 0 ga 

(3) 1 二 (0,j,…,7) ,po 二 1,p,, 二 1, 称 之 为 有 两 个 上 豚 收 壁 ( 状 
态 0 和 7) 的 随机 游 动 , 一步 转移 概率 为 : 


Piii 一 也 ， pi 站 二 9 三 1 一 p,1 夺 717n 一 1， poo 一 上 p,, = 1， 
其 余 p; 二 0. 一 步 转移 概率 矩阵 为 
0 
p 0 a 
OU 
po| Poa 
p 0 9 
Oa 1 
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(4) 1 二 40,1,2,*.…) » Poo = 0, poi 二 1, 称 之 为 有 一 个 反射 壁 {( 状 
态 0) 的 随机 游 动 . 一 步 转移 概率 为 


pi =—= pypiin =9=1—p,i 之 1, pw =0, po 三 1， 
其 余 p; 二 0. 一 步 转移 概率 矩阵 为 
0 |] 
0 
,_ Ip 0 9 


pp 0 ag 


(5) IT 一 10,1,2) ,po =a, po 三 Bla 二 B= 二 1) ,0 过 a 过 1, 称 之 
为 有 一 个 弹性 壁 (状态 0) 的 随机 游 动 . 一 步 转移 概率 为 

Pii-i — PP, piitl 4 l—p,i 守 1, pw ~ a, po = pb, 
其 余 加 三 0. 一 步 转移 概率 矩阵 为 


a $ 
O 
p | 0 3 


Pp 0 9 


C6) I= {0,1,.… ,7) ,poo =—0, po 二 1],p 一 0;pn_i 二 1; 称 之 为 
有 两 个 反射 壁 (状态 0 和 站 ) 的 随机 游 动 . 一 步 转 移 概率 为 
Piti=p, pn =aq=1l~—p, l<i<n—1, 
pw =1l, pu=1l, p=0, pr = 1，, 
其 余 ps; 二 0. 一 步 转 移 概 率 和 矩阵 为 


0 上 
pP 0 9 
0 
P=| ?了 
pp 0 &a 
1 0 


(7) [= 0 ,1 ,7), poo— a po 一 60<a<< la 十 0 一 1); p,, = 
0, 二 7y 0 和 0 和 1 十 9 一 1), 称 之 为 有 两 个 弹性 壁 (状态 0 和 
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n) 的 随机 游 动 . 一 步 转移 概率 为 
pi = p, pn=4=1~p,l<&i<no1, 
po = a po = By pm = 0 Pun-i = Y; 

其 余 p, 二 0. 一 步 转移 概率 矩阵 为 


a Bb 
p 0 ga 
0 
p=| +* °° 4a 
pp 0 a 
1] 0 


若 {Y, ,k 之 0} 是 独立 随机 序列 ,具有 如 下 相向 分 布 ; P{Y, 二 1) 
~—p,P{Y,=—]) 二 g 二 1] 一 上 p， 二 0,1] ,…., 今 有 入， 一 一 Sy,, 则 称 
(XX, ,7n 宇 0} 是 广义 随机 游 动 的 . 


第 三 三 ”马尔 可 夫 链 的 状态 分 类 


主要 内 容 


本 节 只 讨论 齐 次 马尔 可 夫 链 {X,,n 宇 0) ,状态 空间 I== {0,1， 
Z， “} ,一 步 转 移 概 率 为 p; ? 17 和 I. 

一 、 状 态 的 分 类 

1. 如 果 集 合 {n:n 宇 1, ps” 之 0) 非 空 , 则 称 该 集合 的 最 大 公约 
数 d 二 d(i) 二 G. C. D{n:p;” 这 0) 为 状态 ; 的 周期 . 如 a 守 1, 则 称 i 
为 周期 的 ;如 d= 二 1, 则 称 i 为 非 周 期 的 . 

2， 如; 的 周期 为 4, 则 存在 正 整 数 M, 对 一 切 n 宇 M, 有 大 ”>0. 

3. 设 i,7ET, 如 果 存 在 一 个 正 整数 ,使 ps” 二 0, 则 称 状 态 ; 
可 达 状 态 7, 记 为 ;一 小 
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若 对 一 切 正 整数 n, 都 有 pW 一 0, 则 称 状态 i 不 可 达 j, 记 为 
1- J. z 
4. 设 i,jET, 如 果 i->) 且 j 一 i, 则 称 状 态 i 和] 是 相通 的 , 记 
为 ie>7. 
5. 可 达 关 系 与 相通 关系 具有 传递 性 , 即 
右 一 JJ 一 R, 则 1 厂 i1j IPk, 则 ik. 
这 一 结论 可 以 推广 到 有 任意 多 个 状态 的 情形 . 
6. 设 PX。 二 局 之 0,1ET, 则 
f;A PlT;=n|X,=i 
= P{X, =j,X, j,k=1,2, nl1|X, = 人 i 
称 为 从 目 状 态 i 出 发 ,经 n 步 首次 转移 到 达 状 态 ; 的 概率 ,简称 首 
概率 . 
这 里 , 设 XX 二 i1,1 ET,T, 二 min{n|X 二 i，X, 二 7)) 称 为 从 状态 
出 发 首次 进入 ;7 的 时 刻 . 如 果 P{X。 = 二 让 二 0 或 i -ej, 则 规定 
了 二 co. 在 通常 情况 下 ， 了 是 一 个 随机 变量 . 
(1) SS 一 步 概 率 表 示 , 即 
= 2 2 2 ,Pip 


1] 7 iy 夭 / 


(2) 对 任意 正 整 数 , 首 达 概率 与 n 步 转移 概率 之 间 有 关系 
pe __ 2 OD) > fp?, 1 过 no0. 


pi, 


7. f; = > 称 为 从 状态 ; 出 发 ,迟早 要 进入 状态 7 的 概 

.有 
OX Sfy Sl, ijEl. 

当 j 二 i 时 ,TT 是 从 i 出 发 ,首次 返回 i 的 时 刻 ; f; 是 从 状态 i 出 发 ， 
迟早 要 返回 状态 i 的 概率 . 

(1) 方 >0 的 充 要 条 件 是 i>); 

(2) f; 之 0 和 f; >0 的 充 要 条 件 是 ie 让 

8. 如果 f; 二 1, 则 称 状态 i 是 常 返 态 ;如 果 f; 过 1, 则 称 状态 ; 
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是 非常 返 (或 滑 过 ) 态 . 
对 常 返 态 2 由 定义 知 ( Fo ,n 宇 1}) 构 成 一 概率 分 布 ,其 期 望 值 
Ai = Dh ”表示 由 i 出 发 再 返回 到 i 的 平均 返回 时 间 . 


若 “一 co , 则 称 常 返 态 i 为 正常 返 态 ， 车 4 二; 则 称 常 返 态 1? 
为 零 常 返 态 . 非 周期 的 正常 返 态 称 为 遍历 状态 . 

9. G.C. D{n:n21,p7 >0}=G.C. Dn:n21, /7 >0). 

二 、 常 返 性 判别 


1. 状态 i 是 常 返 态 的 充 要 条 件 是 2 px”= oo. 若 状态 ;是非 
常 返 态 , 则 了 pi ~ 1/G 一/ 


(1) 状态 j 人 ps 过 coo. 车 状态 j 是 
非常 返 态 , 则 limpy 一 

(2) 车 状态 ; 是 非常 返 态 , 则 对 任意 iE ,有 limzg 一 

2. 若 状 态 i 是 常 返 态 , 则 它 是 零 常 返 态 的 充 要 条 件 是 limp 人 ” 
一 0; 若 ) 是 零 常 返 态 , 则 对 于 任意 iE 1, 有 limpy” 一 0. 

3. 车 jj 则 它们 同 为 常 返 态 或 非常 返 态 ; 阁 i,] 同 为 常 返 
态 , 则 它们 同 为 正常 返 态 或 零 常 返 态 , 且 i,; 有 相同 的 周期 . 

4. 状态 i 是 凯 历 上 态 的 充 要 条 件 是 Lang 二 1/ 盖 0. 一 个 不 
可 约 的 、 非 周期 的 .有限 状态 的 马尔 可 夫 链 是 遍历 的 


疑难 解析 


1. 为 什么 要 对 马尔 可 夫 链 的 状态 进行 分 类 ? 
千 ”对 齐 次 马尔 可 夫 链 代表 的 系统 进行 研究 时 通常 要 讨论 两 
类 问题 :一 是 瞬 态 分 析 ; 二 是 稳 态 分 析 . 瞬 态 分 析 讨 论 的 是 ,在 某 一 
固定 时 刻 n 时 系统 的 概率 特性 , 即 求 n 步 转移 概率 或 绝对 概率 
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bi 一 PX 一 让. 稳 态 分 析 是 讨论 当 r>ce( 或 充分 大 ) 后 系统 
的 概率 特性 , 即 当 n>co 时 ,py" 的 极限 是 否 存在 , 若 存在 又 与 状态 
的 关系 如 何 , 极 限 概率 能 否 榴 成 概率 分 布 . 要 解决 这 两 类 问题 ,就 
需要 对 状态 进行 分 类 ,并 对 状态 空间 进行 分 解 ( 将 在 下 节 讨 论 ). 

2. 为 什么 当 ie 时 ,有 4d() 二 4d()? 

答 ”因为 i>j, 即 存在 m,n, 使 p>” 之 0,px 之 0, 于 是 

pt = pp Cm) > pr pe ~ 0, 
设 有 s 使 p; 之 0, 则 
pats tm > pp. Dp ) ~ 0 

而 4 应 能 同时 整除 x 十 mr 和 十 x 十 s, 故 必 整 除 s. 又 dQ) 是 】 


的 周期 ,所 以 dO 也 整除 dQ). 反 过 来 同样 可 以 证 明 ad()) 能 整除 
d(i) ,于 是 得 到 d (i) 二 4d (0). 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


通过 本 节 学 习 , 要 求 读 者 能 对 状态 进行 分 类 ,确定 是 否 常 返 态 
或 过 历 态 , 并 能 求 出 周期 . 要 解决 这 些 问题 ,必须 十 分 熟悉 定义 与 
定理 ,并 能 由 一 步 转移 概率 矩阵 画 出 状态 传递 图 . 
例 1 设 I={0,1,2) ,一 步 转移 概率 矩阵 为 
1/2 1/2 0 
一 区 1/4 | 
0 1/3 2/3 
出 出 状态 传递 图 并 分 析 各 状态 间 关 系 
解 状态 传递 图 如 图 3 荆 所 示 
] /4 


2 1 (、 1/4 2 /3 
1/2 1/3 
图 3.1 
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由 状态 0 可 达 状态 2,@-> 中 ->@)， 
1 72 


由 状态 2 站 达 状 态 0,@->O->@O 


例 2 一 个 状态 空间 为 1 二 (0,1,2,3} 的 马尔 可 夫 链 ,其 一 步 
转移 概率 矩 时 为 
0 0 1/2 1/2 
] 0 0 0 
P = 3 
0 1 0 U 
0 1 0 U 
试 对 其 状态 进行 分 类 . 


解 ” 这 是 一 个 有 限 状 态 的 蕊 尔 
可 夫 链 ,所 有 状态 都 是 相通 的 ,因此 
所 有 状态 均 为 第 返 态 . 其 状态 传递 
图 如 图 3. 2 所 示 . 

例 3 设 I 二 {1,2,3,4}, 其 一 步 





转移 概 座 和 矩阵 
1/2 1/2 0 0 
“11 0 0 0 
“一 | 1/3 2/3 0|” 


1/2 0 1/2 0 
试 对 其 状态 进行 分 类 ,确定 哪些 状态 是 常 返 态 , 并 确定 其 周期 . 
解 ” 画 状态 传递 图 如 图 3, 3 所 示 ， 
因为 对 一 切 n 之 1, f%? 二 0, 所 
以 fu 二 0 过 1. 从 而 知 状态 4 是 非 
2/3 常 返 态 . 又 


2 
图 3. 3 3 一 本 ， 一 0 (7 之 2)， 





所 以 fs = 4<1. 从 而 知 状 态 3 也 是 非常 返 态 . 


而 fu=f1 1 十 i? 二 1/2 十 1/2==1， 
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太一 /十 2 十 … 一 0 十 1/2 十 17/2 十 … 一 1， 
所 以 状态 1 和 状态 2 是 常 返 态 . 又 知 
NY 1 1 3 
jn 一 1 +2 二 一 马 二 oo， 


n=1] 


j= nf =1.0+2 吉 十 8" 各 十 一 3<+o0， 


n= 二 ] 


而 其 周期 均 为 1, 故 状态 1 与 状态 2 是 正常 返 态 , 且 为 遍历 态 . 

例 4 设 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 [一 10,1,…) ,其 转移 概率 为 
piir1=1/2,p%=1/2, i1=0,1,2,.. 试 画 出 状态 传递 图 并 对 状态 
分 类 . 

解 ” 状 态 传 递 图 如 图 3. 4 所 示 . 


] /2 1/2 1/2 ] /9 


图 3.4 
fw == /8 一 周二 1, 故 状态 0 是 常 返 态 
又 任 一 状态 ;都 与 0 相通 ,所 以 由 判别 准则 , 任 一 状态 ;都 是 


党 返 态 .而 jn 一 Dn 去 二 00, 所 以 状态 0 是 常 返 态 ;又 po 一 上 
n= 1 


> 0, 故 状态 0 是非 周 期 的 ,从 而 是 遍历 的 , 故 依 判别 准则 , 任 一 状 
态 i 都 是 遍历 的 . 

当 状 态 较 多 时 ,逐个 对 状态 进行 计算 是 困难 的 . 如 果 状 态 是 相 
通 的 ,选择 其 中 一 个 易于 识别 的 状态 进行 计算 和 识别 ,也 就 识别 了 
其 余 的 状态 ,从 而 可 以 大 大 减少 工作 量 . 

例 $ 考察 状态 传递 图 (图 3.5) 所 示 马 尔 可 夫 链 , 求 其 周期 . 

解 ” 因 为 从 状态 1 出 发 再 回 到 1 的 可 能 步 长 为 

T=(4,6,8,10,..},， 
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图 3.5 
其 最 大 公约 数 是 2. 虽然 从 状态 1 出 发 2 步 不 能 回 到 状态 1, 但 仍 
然 称 2 是 状态 1 的 周期 . 
例 6 设 直 线 上 的 随机 游 动 的 状态 空间 [一 (0, 士 1, 士 2,…)}， 
转移 概率 p;,1 1 二 1 一 p;_1 二 p,i€E1. 试 确定 其 状态 的 常 返 性 . 
解 ” 对 状态 0, 因 为 pp” ”二 0,n 二 1,2,…, 所 以 
(2n)1 





po” = Cp"(l—p)" = [pl1— pp)1". 


ninil 


又 由 斯 忒 林 (Stirling) 公式 可 知 : 当 充分 大 时 ,n! 入 
Ne ”VY2x. 故 po xcL42Q 一切 了 ,而 p(1 一 过 之 ,县 pll1—p) 
V 2x 4 


一 <>p 一 十. 从而, 当 p= 二 时 六 一 o0, 否 则 了 pr 之 co 
下 一 局 n=0 


即 关 元 时 ,状态 0 是 非常 返 态 ,一 方 时 状态 0 是 常 返 态 


因为 各 个 状态 是 相通 的 ,所 以 依 判决 准则 ,各 个 状态 有 相同 的 
常 返 性 . 

例 7 已 知 马 尔 可 夫 链 {X,,n 宇 0) 的 1 二 {1,2,3,4) ,转移 概率 
矩阵 下 的 状态 转移 图 如 图 3. 6 所 示 , 试 对 状态 进行 分 类 . 

解 ” 因 为 pi 二 1/4, 故 {n,p1? 盖 0)} 的 最 
大 公约 数 d 二 1, 所 以 状态 1 是 非 周期 的 . 从 
而 每 一 状态 都 是 非 周 期 的 . 

考虑 状态 1 是 否 常 返 态 . 因为 fi? = 
1/4, 而 

1 =P{X,=1, X11|X(0)=1) 





~—P{X,=1,X,=2|X,=1)+P{X,=1,X,=3|X,=1) 
+P{X,=1,X,=4|X,=1) 
~—P{X,=1|X,=4,X,=1}P{(X,=4|X,=1) 


Papu 7 
1 , 
类 似 可 得 ”/ 人 ?= 了 ， /人 全 /Y=0 (n>5). 
所 以 yf 一 十 地 十 地 十 地 一 1 ， 
7 一 ] 
故 状 态 1 是 常 返 态 . 


又 j= 3 nf = 六 二 co 所 以 状态 1 是 正常 返 态 . 因为 各 


?一 | 


状态 相通 , 依 判别 准则 ,所 有 状态 都 是 正 第 返 的 ,因而 都 是 四 历 的 ， 
例 8 考察 生物 群体 ,以 {X,,n 宇 0) 记 马尔 可 夫 链 , 则 本 = 
(0,1,7, 设 pistl 二 pypis 1 二 0),p;=o;=1—A—x ;1 之 


0. 令 XX, 二 1,4; 这 0,4 这 0, 证 明 ; 当 > 时， 入， (表示 
下 一 


在 时 刻 n 时 个 体 的 数目 ) 的 所 有 状态 都 是 党 靖 返 的 . 
证 显然 ,所 有 状态 都 是 相通 的 ,所 以 只 雷 考 察 状 态 0. 记 对 
固定 的 状态 k,u;= PTo<< TT | Xo =7} ;有 


Ut,; ~ 人 ;ti 十 pu 十 (1 — 1; — 1) u;， 


或 Ui UU; 到 (zx 一 Ua) 一 = Ho 


令 有 8 一 1 一 人 Ca 一 9, 加 一 9 将 上 式 两 边 对 2 一口 , 
& 一 1] 求 和 ,得 
kl 
] 一 GL 一 内) op 


下 一 ] 是 一 1 


从 而 得 出 Mi 一 = 一 ML) 一 D8/ DB, 
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1 太一 1 


ta = PtTio< Tw | Xo = 11= 8 | 228 一 1— (D8). 


由 于 {Ty 过 T,}) 单 调 增 加 并 趋向 于 {Ti 二 oo} 及 条 件 2 有 一 co， 
令 A->co, 则 由 上 式 得 

PtTio<celXo=1 = 一 1， 
所 以 ,由 fwo=poo Tt pofio™—oo TAo= 1 
知 状态 0 是 常 返 的 . 如 上 可 知 ,如 之 1, 这 0, 则 所 证 等 式 成 立 , 所 
有 状态 都 是 常 返 态 . 这 一 过 程 称 为 生 灭 链 . 


党 第 四 市 ”状态 空间 的 分 解 


主要 内 容 


1. 设 C 是 状态 空间 工 的 一 个 子 集 , 如 果 对 于 任意 的 状态 
i 忆 C, 状 态 jC, 都 有 p; 一 0( 即 从 状态 1 出 发 ,经 一 步 转移 不 能 到 
达 状 态 力 , 则 称 C 是 (随机 ) 闭 集 . 如 果 C 的 状态 互通 , 则 称 C 是 不 可 
约 的 . 如 果 除 工 以 外 设 有 其 它 财 集 , 则 称 马 尔 可 夫 链 是 不 可 约 的 . 

2. C 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 :对 任意 的 ;EC, EC, 都 有 
py 一 0 ,nn 之 1. 

3. 任 一 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 天 必 可 唯一 地 分 解 成 有 限 个 
或 可 列 个 互 不 相交 的 子 集 N,C; ,C,,…,C,,… 的 和 . 其 中 

(1) 每 一 C 是 由 常 返 态 组 成 的 不 可 约 闭 集 . 

(2) C 中 的 状态 同类 ,或 全 是 正常 返 态 ,或 全 是 零 常 返 访 , 有 
相同 的 周期 , 且 方 三 1， 37E CG. 

《3) N 是 所 有 非常 返 状 态 组 成 的 集合 . 

以 上 称 为 马尔 可 夫 链 的 分 解 定 理 . 

4. 设 DCT, 如 果 对 :ET, 必 存在 整数 ”六 0 及 状态 JE 了 ,使 
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py 之 0, 则 称 D 为 开 集 . 

设 DCI, 则 称 包含 D 的 最 小 闭 集 为 D 的 闭 包 , 记 为 D. 任 一 
状态 i 的 闭 包 (2) 二 {i} U (8:i->k}. 

5. 称 和 矩阵 (a; ) 为 随机 和 矩阵 ,如 果 其 元 素 满足 :(1) a, 之 0;(2) 
对 每 一 1， Das 一 1], 


显然 ,k 步 转移 概率 矩阵 P” = 二 (pi ) 是 随机 矩阵 . 

6. 设 C 为 团 集 , 则 只 在 C 上 考虑 ,矩阵 P 二 (zp,), i,7jEC 仍 
是 随机 和 矩阵 . 

在 转移 概率 矩阵 了 或 P” = 二 (pp;” ) 中 ,将 对 应 于 闭 集 C 之 外 状 
态 的 所 有 行 与 列 都 删 去 ,余下 的 矩阵 仍 是 一 转移 概率 和 矩阵. 它 对 名 
一 个 状态 空间 为 C 的 马尔 可 夫 链 , 称 为 原 马 尔 可 夫 链 的 子 马尔 可 
夫 链 . 

7. 周期 为 4 的 不 可 约 马 尔 可 夫 链 ,其 状态 空间 C 可 唯一 地 分 
解 为 d 个 互 不 相交 的 子 集 之 和 , 即 

C=U 6G, G, (MG, = OO,rzs. 

且 自 G, 中 任 一 状态 出 发 ,经 一 步 转移 必 和 进入 G,, 中 (其 中 G,== 
G,). 

8. 设 (X,,n 宇 0} 是 周期 为 4 的 不 可 约 马尔 可 夫 链 , 则 有 : 

(1) 如 只 在 时 刻 0,4,2d,… 上 考虑 {X, ,n 宇 0} , 即 得 一 新 的 马 
尔 可 夫 链 (Xu ,zx 之 0} ,其 转移 概率 矩阵 P”== (pp ) ,其 分 解 出 的 
子 集 G, 是 不 可 约 闭 集 , 且 G, 的 状态 是 非 周期 的 . 

(2) 厨 原 马 尔 可 夫 链 {X,,n 之 0) 是 常 返 态 的 , 则 {X,,, n 宇 0} 
也 是 稼 返 态 的 . 

9. 不 可 约 马 尔 可 夫 链 是 常 返 链 的 充 要 条 件 是 :方程 组 Z. = 


2》 ,ps2i,i 二 1,2,… 没有 非 零 的 有 界 解 . 


不 可 约 马尔 可 夫 链 是 非常 返 链 的 充 要 条 件 是 : 方程 组 Y; = 
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2 paYs i 二 1,2,… 有 有 界 的 非常 数 解 . 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 状态 空间 的 分 解 定理 ? 

答 ”状态 空间 的 分 解 定理 说 明 ; 状 态 空间 的 状态 可 按 常 返 态 
与 非常 返 态 分 为 两 类 ,非常 返 态 组 成 集合 N, 常 返 态 组 成 一 个 闭 
集 C. 闭 集 C 又 可 按 相通 关系 分 为 若干 个 互 不 相交 的 基本 常 返 闭 
集 CC， ，…. 

一 个 马尔 可 夫 链 ,如 果 从 NN 中 某 一 非常 返 态 出 发 , 它 或 者 一 
直 停 留 在 N 中 ,或 者 从 某 一 时 刻 进 入 某 一 基本 常 返 闭 集 Ci ,一旦 
进入 ,就 永 不 离开 . 一 个 马尔 可 夫 链 ,如 果 从 某 一 常 返 态 出 发 . 必 属 
于 某 一 常 返 闭 集 C , 则 马尔 可 夫 链 将 永远 停留 在 这 一 闭 集 C 中 . 

2， 有 限 马尔 可 夫 链 有 什么 性 质 ? 

答 ” 当 一 个 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 是 一 个 有 限 集合 时 , 称 为 
有 限 马 尔 可 夫 链 . 它 有 以 下 性 质 : 

(1) 所 有 非常 返 态 组 成 的 集合 不 是 闭 集 . 这 可 由 反 证 法 证 明 . 
因为 若是 闭 集 , 则 对 任何 i € N, 有 py 二 1. 但 由 非常 返 性 ， 


limp»” 一 0, 和 而 要 0 一 之 limpy" 一 1 是 不 可 能 的 


(2) 没有 零 常 返 态 . 同样 可 用 反 证 法 证 明 . 
“(3) 必 有 正常 返 态 . 由 转移 概率 性 质 ,总 有 》,p” 二 1. 由 于 了 
JE 了 
有 了 上限, 求 和 号 与 极限 号 可 以 交换 ,于 是 
lim 2 po 一 >》， limps” 二 1， 
JET 
说 明 不 可 能 对 一 切 7 部 有 limp! “一 0. 若 有 状态 大 使 limzx 天 0, 则 
状态 大 即 为 正常 返 的 . 
(4) 有 限 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 可 分 解 为 
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I= NTC tC,, 

其 中 NN 为 非常 返 集 合 ,C;, i 关 1,2,…,& 是 正常 返 集合 . 

由 (2) 和 (3) 知 ,I 可 分 为 非常 返 集 N 和 正常 返 集 C, 因 为 IT 有 
限 , 改 存在 有 限 数 &, 使 C 二 Ci 十 Cs 十 … 十 Gi; 而 C 是 正常 返 集 . 

不 可 约 有 限 马 尔 可 夫 链 只 有 正常 返 态 . 因为 有 限 马 尔 可 夫 链 
古 不 可 约 的 ,所 以 整个 状态 空间 构成 唯一 的 闭 集 . 而 非常 返 集 NN 
不 是 财 集 , 故 只 能 由 正常 返 态 组 成 闭 集 , 而 且 只 有 一 个 , 故 必 为 了 
=(. 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 问 题 是 上 一 节 问 题 的 深化 ,在 对 马尔 可 夫 链 状态 分 类 的 
基础 上 ,将 状态 空间 分 解 . 

例 1 设 马 尔 可 夫 链 {X,,n 宇 0} 的 状态 空间 I={1,2,…,6)， 
特 移 概率 矩阵 为 


0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 
10 0 0 0 1 0 
1/3 1/3 0 1/3 0 0 
1 0 0 0 0 0 
0 1/2 .0 0 0 1/2 


试 分 解 此 马尔 可 夫 链 并 求 出 各 状态 的 周期 . 
解 ” 状 态 传 递 图 如 图 3. 7 所 示 . 
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对 状态 1, 有 
SY =0, fi 一 0， 2 =], AAA 一 0 (7 -之 4) 4 


故 fu 三 1. 状态 1 为 常 返 态 . yi 一 2 nfi” 二 3, 由 状态 1 生成 的 
基本 常 返 闭 集 为 
C = {1}= (1} U {£:1 >k} = {1,3,5). 
类 似 地 ,状态 6 也 是 正常 返 态 ,py 二 3/2, 由 状态 6 生成 的 基本 
闭 集 C, 二 {6} 二 {2,6). 
一 {4} 是 非常 返 集 , 从 而 状态 空间 
= {4} () {1,3,5) (J {2,6}. 
由 fi? 六 0, 故 状态 1 周期 为 3, 从 而 Ci 中 状态 周期 均 为 3. 又 
fw >>0, 故 状态 6 是 非 周期 的 , 即 C, 中 状态 是 过 历 的 . 同样 ,办 
"4 >0, 故 状态 4 也 是 非 周 期 的 . 
例 2 设 马 尔 可 夫 链 (X,, nn 之 1}) 的 状态 空间 T= (1,2,3,4}， 
转移 概率 窍 阵 为 
0 0 1/2 1/ 
0 0 1/2 1/2 
1/2 1/2 0 0 
1/2 1/2 0 0 
画 出 状态 传递 图 ,并 讨论 周期 性 . 
解 ” 状 态 转移 图 如 图 3. 8 所 示 . 
1 = {1,2} 十 {3,4} 二 CG UC,， 





109 


马尔 可 夫 链 的 确定 转移 为 Cl 一 Cs 一 C1 一 Cs 一 …. 
因为 p>0,p3 二 0,p 人 >>0,…, 故 确定 各 状态 的 周期 为 2. 
例 3 设 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 I 二 {a,b,c,d,e) ,转移 概率 
算 阵 为 


求 其 闭 集 . 
解 ” 状 态 传递 图 如 图 3. 9 所 示 . 





图 3. 9 
集 台 {58,d}) 可 达 集 合 la,c,e) ,但 反 过 来 不 可 达 . 即 若 过 程 离开 
了 tb,d} ,就 不 可 能 回 到 状态 5 与 4d. 所 以 有 两 个 闭 集 {5,d}) 和 
tasc,e), 从 而 马尔 可 夫 链 是 可 约 的 . 
从 PP 中 删 去 5,4 代表 的 第 2 行 .第 4 行 和 第 2 列 . 第 4 列 , 得 
对 应 不 可 约 闭 集 {aycye} 的 马尔 可 夫 和 抢 阵 为 





1/2 1/2 0 
0o- |o 1 | 
1/3 1/3 1/3 
例 4 不 可 约 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 I 二 {1,2,…,6) ,转移 概 


率 矩 阵 为 
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0 0 1/2 0 1/2 0 
1/3 0 0 13 0 1/3 
0 1 0 OU OU O 
Pp -一 9 
0 0 l 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 3/4 0 1/4 0 
求 状 态 的 周期 与 团 集 . 


解 ” 状 态 传 递 图 如 图 3. 10 所 示 . 





z 图 3. 10 
各 状态 周期 4 二 3. 固定 状态 1, 有 
Co 一 (j: 对 菜 n 有 pi” 这 0) = (1,4,6)， 
C) 一 4j: 对 某 n 有 py™” 放 0) = 二 {3,5)， 
C, 二 (j: 对 某 n 有 pi >> 0) 二 {2)， 
故 IT 一 C 十 CI 十 C 
例 $ 对 例 4 的 马尔 可 夫 链 ,因为 4=3, 求 {X,,,n 之 0} 的 转移 
概率 矩阵 P”、 状 态 传 递 图 、 闭 集 与 周期 . 
解 ” 因 为 , 依 定理 ,转移 概率 矩阵 为 
1/3 0 0 1/3 0 1/3 


1 
0 7/12 0 5/12 0 
1/3 0 0 13 0 1/3 
0 7/1]2 0 5/12 0 
1/3 0 0 1/3 0 1/3 
所 以 状态 传递 图 如 图 3. 11 所 示 . 
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7/12 





图 3. 11 
在 {Xan 这 0} 中 ,Co 二 41,4,6),Cl 二 43,5) ,Cs 一 12) 各 为 不 
可 约 闭 集 , 周 期 4 是 1. 
例 6 设 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 I 二 {0,1,2,3}), 其 转移 概率 
和 矩阵 为 


1/2 1/2 0 0 
1/2 1/2 0 0 
1/4 1/4 1/4 1/4| 
0 0 0 1 


P= 


求 状态 空间 的 分 解 . 
解 ” 状 态 传 递 图 如 图 3. 12 所 示 . 





图 3. 12 
由 状态 3 不 可 能 到 达 任 何其 它 状 态 ,所 以 是 常 返 态 . 状态 2 可 
到 达 0,1,3 三 个 状态 ,但 从 0,1,3 三 个 状态 都 不 能 到 达 状 态 2, 但 


0 与 1 两 状态 相通 ,构成 一 个 常 返 态 闭 集 . 又 》) 22 = 于 ,所 以 状 
态 2 为 非常 返 态 . 于 是 状态 空间 分 解 为 1={2} 十 (0,1) 十 {3). 


例 7 设 马 尔 可 夫 链 状态 空间 1 一 《0， ] ， 8} ,转移 概率 和 矩 


阵 为 
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x 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 x* 0 0 0 0 0 0 
0 x* 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 x x 0 0 0 
P=|0 0 0 0 x x 0 0 0 , 
0 0 0 x 0 0 0 0 0 
x x 0 0 x* 0 x* 0 0 
0 0 0 0 0 0 x x x 
0 0 0 0 0 0 x 0 0 
其 中 x 表示 正 概率 , 求 状 态 的 分 类 . 


解 ” 状 态 传 递 图 如 图 3. 13 所 示 . 
Ce) (3) 
六 
(人 《7 个 二 个 
{Ke) 0) ) 


图 3. 13 
因 po 二 1, 故 状态 0 为 吸收 态 , 构 成 闭 集 . 
义 {1,2} 构 成 一 个 闭 集 , {3,4,5) 也 构成 一 个 闭 集 , 而 集 {6,7， 
8 为 非常 返 集 . 
例 8 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 [一 10,1,……,7)} ,其 转移 概率 第 


阵 为 

0 1/4 1/2 1/4 0 0 0 0 

0 0 0 0 1/2 1/2 0 0 

0 0 0 0 1/3 2/3 0 0 

p210 0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 | 
0 0 0 0 0 0 1/2 1/2 

1 0 0 0 0 0 0 0 

1] 0 0 0 0 0 0 0 
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求 状 态 转移 图 和 周期 . 

解 ”状态 传递 图 如 图 3. 14 所 示 . 

由 图 可 知 八 个 状态 可 分 为 四 个 
子 集 

CC 一 4 人 0， C={1,2,3}, 

CG 二 (4,5}, C=(6,7}. 
它们 是 互 不 相交 的 子 集 , [二 Ci UC 
UC UC, ,有 确定 性 的 周期 转移 

C >C, >C, >C,—>C,. 

故 该 马尔 可 夫 链 的 周期 4 二 4. 

例 9 设 质 点 在 包括 原点 的 正 半 轴 上 作 随 机 游 动 . 除 原点 外 ， 
在 任何 一 点 上 都 以 概率 p 右 移 一 个 状态 ,以 概率 g 二 1 一 p 左 移 一 
个 状态 ;在 原点 处 以 概率 p 右 移 一 个 状态 ,以 概率 gq 留 在 原点 处 . 
判别 : 

(1) 该 随机 游 动 是 否 不 可 约 齐 次 马尔 可 夫 链 ; 

(2) 该 马尔 可 夫 链 是 否 常 返 链 . 

解 ” 由 质点 运动 规则 知 , 该 过 程 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 . 状态 
空间 1 一 10,1,2,…}). 其 一 步 转移 概率 抢 阵 为 

gq 也 
q 0 2 
q 0 





po 
p 

(1) 由 于 状态 空间 的 所 有 状态 都 是 相通 的 ,因此 所 有 状态 都 
古 常 返 态 的 ,构成 一 个 财 集 , 依 定义 知 , 是 一 个 不 可 约 的 齐 次 马尔 
可 夫 链 . 

(2) 利用 定理 ( 见 主 要 内 容 8). 方程 组 为 

LZ) = PZ,, 
1 一 0 人 1 十 py II 一 2 3……， 

利用 p 十 gq 二 1, 可 改写 为 

jj14 


Ly LI ~ 7,, 
p 


Li 一 Li 一 (ZZ) 1 一 2 ,3,.. 
不 断 迭 代 可 得 
q\, . 
pA — ZZ, 一 = 加 Li1， 1 二 1 .2.3。…，， 
对 i 从 1 到 一 1 求 和 ,得 


el 2 
| (二 4 .| 二 |; _ ... 
Z 一 Z (人 二 (全 十 十 (全 ) le,4 2 ,3，…， 
1— (gq/p)” 
pA — 一 一 pA 9 一 1 ,2 …-. 
和 ”1 一 (ov 人 


此 式 说 明 : 如 果 g/p 二 1, 则 Qi 是 有 界 的 , 即 方程 组 有 非 零 有 界 解 . 
依 定 理 知 ,此 马尔 可 夫 链 是 非常 返 态 的 . 如 果 g/p 二 1 或 gq/p 这 1， 
则 Z; 是 无 界 的 , 即 马 尔 可 夫 链 是 稼 返 态 的 . 

从 上 面 的 例题 可 以 看 到 :许多 例题 的 问题 是 类 似 的 ,但 解决 的 
方法 却 不 是 唯一 的 . 解 题 应 该 多 进行 思考 ,寻求 不 同 的 方法 . 


第 五 玉 ” 裔 历 性 与 平稳 分 布 


主要 内 容 


一 、pY” 的 渐 近 性 质 与 遍历 性 
1. 对 于 状态 :GE 1 了, 如果 状态 ; 是 非常 返 态 或 零 常 返 态 的 , 则 
limpy” 一 0. 

由 上 节 疑 难 解析 2 可 知 , 有 限 状态 的 马尔 可 夫 链 不 可 能 全 是 
非常 返 态 ,也 不 可 能 有 零 常 返 态 , 所 以 不 可 约 的 有 限 马尔 可 夫 链 必 
为 正常 返 态 的 . 如 马尔 可 夫 链 有 一 个 零 常 返 态 , 则 必 有 无 限 多 个 零 
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常 返 态 . / 
2. 如 果 状 态 ; 是 非 周 期 的 正常 返 态 , 即 7 是 遍历 态 , 则 
limp? = fs 其 中 心 = E[T;] = Dn ,fs = 2. 

加 果 此 马尔 可 夫 锋 是 不 可 约 的 , 则 对 于 i,j E [有 ina 一 
1/p4;, 称 {1/p}) 为 极限 分 布 . 

3. 设 p?” 是 齐 次 马尔 可 夫 链 {X,,n 宇 0} 的 zn 步 转移 概率 ,如 
果 对 i,j ET 存在 不 依赖 i 的 极限 limpy 二 =p; 之 0, 则 称 齐 次 马尔 可 
夫 链 {X， ,7 这 0} 具 有 遍历 和 性. 

4. 如 果 7 是 正常 返 态 ,周期 为 4, 则 对 任意 的 i 及 r= 二 0,1,…， 
4 一 1 有 limp9 一方 (2 其 中 方 四 一 忆 认 人 

若 状 态 空间 为 C 的 马尔 可 夫 链 是 不 可 约 正常 返 态 的 ， 有 周期 
dd, 则 对 任意 zi,7EGC, 有 

1 -fo 当 i 与 j 属 同一 子 类 G,， 
Di 10， 当 i 与 ; 不 属 同一 子 类 G. 

当 d=1 时 ,有 limpy” =—1/p;. 

5. 对 任意 状态 ij ,有 

i 二 吕 pp 一 信和 当 / 为 下 党 

0， 当 7 为 非常 返 态 或 零 常 返 态 . 
耕 (X,,7 之 0) 是 不 可 约 溃 返 链 , 则 对 任意 i, 7;, 有 


lim = Dp 一 1/p, 。 当 4 二 oo 时 ,理解 为 l/n;=0. 
k= 1 


Ty 


6. 若 {X,,n 宇 0) 是 不 可 约 遍 历 链 , 记 zx == 1/w; 则 {x) 是 方 
程 组 y, 二 》) ysps 满足 条 件 y; 宇 0, >，y 二 1 的 唯一 解 . 
上 =0 j=0 
二 .平稳 分 布 
设 {X, ,n 宇 0} 是 齐 次 马尔 可 夫 链 ,状态 空间 为 1, 一 步 转 移 概 
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率 为 p,. 

1. 如 果 概 率 分 布 {x ,j 之 0} 满 足 ; 

(Dn 20 Dn = 1, (2) x = = Dnpssj>0 
则 称 《r;》 为 马尔 可 夫 链 {X sn > 0) 的 平稳 分 布 

2. 设 状态 空间 了 = 二 N( 非 常 返 态 及 零 常 返 态 ) U CCC = Ci 十 
C, 十 … 十 C,, 每 个 C; 为 基本 常 返 闭 集 ) , 则 

对 每 一 C., 有 了 二 = 


1€EC, 万 
3. 设 (w;? 为 马 不 引 夫 链 (X， ,7 之 0} 的 平稳 分 布 , 则 


(2) 对 一 切 j) € C,, 有 ww 下 — 2 v1, 有 2 
j jeC, k、 


一 |], 

4. 不 可 约 非 周期 马尔 可 夫 链 是 正常 返 态 的 充 要 条 件 是 :存在 
平稳 分 布 , 且 此 平稳 分 布 就 是 极限 分 布 {1/p,j 之 0). 

有 限 状态 的 不 可 约 非 周期 马尔 可 夫 链 必 存 在 平稳 分 布 , 因为 
正常 返 态 , 必 有 平稳 分 布 

若 不 可 约 马尔 可 夫 链 的 所 有 状态 是 非常 返 态 的 或 零 常 返 态 
的 , 则 不 存在 平稳 分 布 . 因为 车 有 平稳 分 布 , 则 由 于 limzg" 一 0, 引 
出 2 一 0 与 平稳 分 布 Z1ri 一 1 矛盾 


车 {x Tj 之 0) 是 不 可 约 非 周 期 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 , 则 
limp;(n) 一 1/p; = Nj. 
其 中 p;(n) = 之 六 
5. 设 。 之 0， 有 2 <co, 则 (to 是 马尔 可 夫 链 {X, ,nn 之 0} 
的 平稳 分 布 的 充 要 条 件 是 :存在 非 负数 列 {.} ,使 得 : 
(1) 2 一 1 (一 ww); (2) w, =0, 当 j EN; 


EL 
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(3) w =~ ,jEC. 
Hi 


平稳 分 布 不 存在 的 充 要 条 件 是 C= 二 名 ，; 
平稳 分 布 唯一 存在 的 充 要 条 件 是 :只 有 一 个 基本 正常 返 闭 集 G. 
平稳 分 布 有 无 穷 多 个 的 充 要 条 件 是 :至 少 有 两 个 C.. 


疑难 解析 


1. 为 什么 要 研究 转移 概率 如 ”的 遍历 性 ? 

答 研究 转移 概率 ps” 当 n->co 时 的 极限 性 质 , 即 研究 
P{X, 一 j| Xo 一 让 的 极限 分 布 ,包含 有 两 个 问题 ,一 是 limpy” 是否 
存在 的 问题 ;二 是 如 果 存 在 ,是 否 与 初始 状态 i 有关 的 问题 . 在 马 
尔 可 夫 链 的 理论 中 ,这 一 类 问题 的 定理 被 统称 为 遍历 性 定理 . 

如 果 对 i,; E17, 存 在 不 依赖 于 i 的 极限 limzs "一方 >>0, 称 齐 
次 与 不 可 夫 链 (X,,z2 之 0} 具 有 遍历 性 . 一 个 不 可 约 齐 次 马尔 可 夫 
链 ,如 果 它 的 状态 是 非 周期 正常 返 状 态 , 则 这 个 状态 就 具有 遍历 
性 ,从 而 它 是 一 个 遍历 链 . 具有 遍历 性 的 马尔 可 夫 链 ,无 论 系 统 从 
哪 一 个 状态 出 发 , 当 转 移 的 步 数 ”充分 大 后 ,转移 到 状态 ; 的 概率 
都 近似 于 p;. 即 当 充分 大 时 ,可 以 用 p; 作为 p 人 ”的 近似 值 . 

研究 转移 概率 p;” 的 遍历 性 给 我 们 解决 实际 问题 带 来 了 很 多 
方便 . 

2、 研 究 平 稳 分 布 有 什么 意义 ? 

符 ”判别 一 个 不 可 约 的 、 非 周期 的 、 常 返 态 的 马尔 可 夫 链 是 否 
为 遍历 的 ,可 以 通过 讨论 limp?” 来 解决 .但 是 , 求 pi” 的 极限 是 困 
难 的 . 所 以 ,我 们 便 通 过 研究 平稳 分 布 是 否 存 在 来 判别 齐 次 马尔 可 
夫 和 链 是 否 为 裔 历 链 . 

一 个 不 可 约 的 非 周期 常 返 链 是 遍历 链 的 充 要 条 件 是 存在 平稳 
分 布 , 且 平稳 分 布 即 极限 分 布 {1/o ,7ET). 
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“平稳 ”二 字 的 含义 见于 下 列 命 题 :若是 马尔 可 夫 链 
4 及， ,7 之 0 ) 的 平稳 分 布 , 对 每 一 有 己 (X。 一 友 } — Xk , 则 对 一 切 n 之 
1, 有 P(X, 二 &) 二 zi, 且 对 任意 正 数 n 及 状态 j,,v 二 0,1,…,l, 有 
PIX = ju0Rv 和 RR) = P(X,=]j,0vC0). 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 状 态 特 性 的 讨论 
例 1 设 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 为 I== (0,1,2) ,一步 转移 概 


率 矩 阵 为 
0.5 0.4 0.1 
P= |0.3 0.4 | 


0.2 0.3 0.5 





求 其 相应 的 极限 分 布 . 
解 ” 设 其 极限 分 布 x 二 (xo ,x yx ) ,由 x 二 xP 得 方程 组 
0. 5r 十 0. 3r 十 0. 2x, = to， 
47ro 十 0. 47rl 十 0.3rr 二 AX， To 十 Ti 十 ro 一 】， 
0. [ro 十 0. 3rl 二 0. Sx, = Try ， 
解 方程 组 ,得 mm 王 21/62,r 二 23/62,x, 二 18/62. 即 不 论 其 起 始 分 
布 如 何 , 在 经 过 一 段 时 间 以 后 ,有 21/62 的 时 间 过 程 处 于 状态 0. 有 
23/62 的 时 间 过 程 处 于 状态 1, 有 18/62 的 时 间 过 程 处 于 状态 2. 
例 2 以 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 为 1 二 《0,2,3,4}) ,转移 概率 
矩阵 为 
1] 0 0 0 
0 ] 0 人 
11/3 2/3 0 0 
i1/4 1/4 0 1/2 


EE 


讨论 Himzpi 
解 状态 1 和 状态 2 都 是 吸收 态 ,都 是 正常 返 非 周期 的 基本 
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常 运 闭 集 , 而 N 二 13,4) 是 非常 返 集 . 有 
pi =1, pr =0, pW = 1/3, 


bi 
力 (9) 一 > AD 。 pe = >》， f° 
i==1] 


说 明 limp 名 存在 ,但 与 i 有关: 
例 3 设 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 


上 一 


q la 
讨论 P" 的 极限. 
解 ” 为 了 便于 取 极 限 , 引 人 入 算 阵 


o=| 7 op- 1, 
1 oj 1 1—p—agj 


风 -st ?| P=Qp™ 


1 — 
于 是 PP 一 (OPO 1 )™ = 中， 全 
1 二 a p—a)” Pp pa | 


pta q(l—p—q)” p+g(l—p—q)"J 
因为 |1 一 pp 一 9g| 过 1, 取 mn 一 oo 的 极限 ,得 


yw» 1 [ez 
limPp™ =- stl 2 
起 与 尔 可 夫 链 的 寺 步 转移 概率 有 稳定 的 极限 . 
例 4 直线 上 无 限制 随机 游 动 的 状态 空间 为 1 二 {0, 十 1, 填 2， 
') ,转移 概率 为 pi;41 二 1 一 pi;_ 1 二 Pp, EL 求 limpon. 
解 ”不妨 设 p= 二 1/3， 则 由 于 p21 一 0， 7 一 1,2,…，, 耐 
Pg? 一 于 LG 一 六 了 Ap 名 ( 见 第 三 节 例 6)， 


ni nt 
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， .4.1/3.2/3)" 
故 lim p< = lim "13* 2/3) 一 0. 
令 pp 二 1/2, 故 

lmpgo = lim 4 2° 1/2) 0. 


Vn 
从 而 知 , 由 状态 0 出 发 经 无 穷 次 转移 后 ,系统 在 某 一 规定 时 刻 回 到 
状态 0 的 概率 趋同 于 零 . 
例 5 有 一 个 反射 壁 的 随机 游 动 的 状态 空间 I 二 {0,1,2,…}， 
状态 0 为 其 反射 壁 . 分 析 各 状态 的 特性 . 
解 ” 状态 传递 图 如 图 3. 15 所 示 . 各 状态 相通 ,有 
piis = pp, 1 一 0 2 poo = 9) 
Pi; = 4 j=1,2,, por = 0,， 上 上 关 0,1， 
pi 二 0, k 关 7 十 1,) 一 1,y 关 0， 


rp Pp 尼 Fs 疡 Pp 
(HOT HOO GG 
9 g gq gqg 9 9 4 
图 3. 15 


设 马尔 可 夫 链 存在 极限 分 布 (x;} , 则 有 方程 组 
gro 十 grl 一 ro， 
十 grHl 一 7 一 2， 
解 得 ”x 二 xxo/g. 于 是 
qn pa; = qxj; ~ praja, J = | 人 2 
印 qr» — pn] = gxi pro 一 0， 
得 x 二 (p/q)xi 二 《(p/9) mo. 继续 这 一 过 程 ,得 
Tri = (p/q) no. 


显然 ,如 果 (p/gq) 过 1, 则 2 (p/g)’' 一 co, 则 级 数 > ， (p/q)’ 


收 伍 , 因 此 ro 二 (1 一 2/9q). 故 当 p 二 1/2 时 ,该 随机 游 动 是 正常 返 
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态 的 ,马尔 可 夫 链 是 过 历 的 . 而 

Ti 一 (bp/o) (1—p/q), 7 = 0,1,2,.°.. 
] 状态 的 平均 返回 时 间 j, 二 1/x; 一 (gq/p)'q/(g 一 p). 当 7 增 大 时 ， 
平均 返回 时 间 也 增 大 . 


当 p = 1/2 时 ,p/g = 1, 级 数 《p/q)' 发 散 , 随 机 游 动 为 零 
常 返 态 的 ,x; 一 0,m 一 co. 

当 pp 之 gq 时 ,无 极限 分 布 ,各 状态 均 为 非 第 返 态 . 

当 p 从 0 开始 逐渐 增加 到 p=1/2 时 ,该 链 痢 属于 正常 返 态 ， 
户 一 172 为 零 常 返 态 ,p 之 1/2 为 非常 返 态 . 

例 6 设 一 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 和 矩 隆 为 

0 12 0 1/2 
l/2 0 1]/2 0 


有 一 
0 12 0 1/2 
1/2 0 1/2 0 
讨论 此 己 尔 可 夫 链 的 遍历 性 . 
解 因为 
1/2 0 1/2 0 
jw _|0 12 0 1/2 


0 1/2 0 1/2 
当 ?2 为 奇数 时 ,已 ” 王 P; 当 为 偶数 时 ,P” 一 忆 . 所 以 ,对 任 一 固 
定 的 状态 ) G 一 1,2,3,4) ,极限 limzi 都 不 存在 .故此 马尔 可 夫 链 
不 具 裔 历 性 . 

例 7 一 排队 模型 是 马尔 可 夫 链 ,其 一 步 转移 概率 和 矩阵 为 


1 一 0 q 0 0O 
p(tl—q) pga+(l—p)(l— oq) ql — p) 0 
| 0 p(1— og) pg 十 (1 一 四 (1 一 qd—p) 
0 0 轧 (] 一 9) pg 二 + (~p) 


讨论 此 马尔 可 夫 链 的 遍历 性 ,并 求 其 极限 分 布 . 
解 ” 计算 P” = , 知 无 零 元 , 故 马 尔 可 夫 链 是 遍历 的 . 
设 极 限 分 布 z 一 (rm ;ze ,ze ) 满 足 方程 组 
no = (1 qn pl qn, 
Fi 一 gro 十 [加 十 (一 加 (1 一 9)jm p(l— gn, 
mr 一 0(1 一 )ri 十 L2z 十 (1 一 四 (1 一 gj pl — qn, 
mr = g(l1— pn 二 +Lpgt (1 p) jr, 
且 ro 十 mr 十 rz 十 mx 三 1. 解 方程 组 ,得 唯一 解 


To 一 Ap’ (1—g’, NA1 一 Ep’q(1—q)’, 


x, 一 去 pq2(1 —p)(l—g), x = Eq 1 一 及 2 
其 中 
C=p (1 一 9) +p aq(l~g) 十 四 (1 一 9)(1 一 加 十 (1 一 六) 

和 蔡 设 bp 二 gq 二 1/2, 则 x, 寺 0, 142,r 一 0. 286 一 x 一 Xx. 此 极限 
分 布 x 一 (地 ,二 ,所 ) 即 经 过 一 段 时 间 后 ,系统 中 无 人 的 情形 
占 14. 2% 的 时 间 , 分 别 有 1 人、2 人 、3 人 的 情形 占 28. 6% 的 时 间 . 

例 8( 洗 有 牌 问题 ) NN 张 牌 有 NI! 种 次 序 , 故 设 1 二 (1,2,…， 
N1). 每 次 洗 牌 都 是 一 次 转移 概率 ,是 一 个 马尔 可 夫 链 . 讨论 limzg”， 

解 ” 如 果 一 次 洗 牌 使 7->&k, 则 必 存 在 洗 牌 后 变 为 7 的 r. 这 表 
明了 除了 次 序 不 同 外 ,转移 概率 和 矩阵 P 的 ji 行 与 7 列 是 等 同 的 , 故 列 
元 素 之 和 也 为 1. 如 果 链 是 不 可 约 的 周期 的 , 则 有 limzg 一 1/N!. 


事实 上 ,此 时 的 平稳 分 布 存在 且 为 极限 分 布 ,满足 x, = Dj rips. 
. ti 了 


由 pj 二 1, 知 xw 二 a( 常 数 ). 又 由 2 rj = 二 1, 知 x 二 1/N1. 
i€EJ EI 
二 、 求 平稳 分 布 问 题 
例 9 设 马 尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 
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1/2 1/2 0 
P= 区 0 中 ， 
0 1/2 1/2 
求 其 平稳 分 布 . 
解 ” 设 A 二 (x ,x ,ze ) 满 足 方 程 组 
ril 一 0. on 十 0. Hx,， 
一 0. or 十 0.9r3， Ti 十 rs 十 ra 一 上 
ra = 0. orz 十 0. 57r3， 
解 得 唯一 解 x 二 (1/3,1/3,1/3), 则 
limp#” = limP{X, 一 了 | Xo = = 1/3. 
即 从 状态 i 出 发 经 很 长 时 间 后 马尔 可 夫 链 处 于 状态 1,2,3 的 概率 
都 是 1/3. 即 马尔 可 夫 链 X, 趋向 于 均匀 分 布 . 

例 10 在 一 计算 机 系统 中 ,每 一 循环 具有 误差 的 概率 取决 于 
先前 一 个 循环 是 否 有 误差 . 以 0 表示 误差 状态 ,以 1 表示 无 误差 状 
态 . 设 转移 概率 和 矩阵 为 

0.75 0.25 
= | 0.5 0.5 | 
讨论 相应 齐 次 马尔 可 夫 链 的 遍历 性 ,并 求 其 极限 分 布 ( 平 稳 分 布 ). 

解法 1 用 定义 解 . 由 于 卫 无 零 元 .对 0,1ET 都 有 六 ”二 0， 

所 以 此 链 具 有 遍历 性 . 


l 
因为 了 与 4 一 | 。 ，， | 特征 矩阵 相似, 故 
了 一 FA- ， 
其 中 py 2 1/Y5 | 
1/N2 —2/V5 


XX ',P'=HA"H™ ,得 
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由 于 2/3 十 1/3 二 1, 故 x 二 (2/3,1/3) 为 此 链 的 极限 分 布 . 


] 
解法 2 设 z 一 (rm), 由 z 一 AP 及 >,ri 一 1, 得 方程 组 
i=0 


no 一 0. 75ro 十 0. oA, 

必 一 0. 2570 十 0. om ， 

解 得 唯一 解 :m 王 2/3,mm 王 1/3, 故 x 二 (2/3,1/3) 是 极限 分 布 . 
例 11 设 齐 次 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 


ro 十 Ti 二 1. 


9 pp 4 


U 9 2p 
证 明 : 此 马尔 可 夫 链 有 遍历 性 ,并 求 其 平稳 分 布 . 
证 因为 
p+ptag pa 户 
p‘2 一 g’ 2 pg p? | 





2 


q pg paqt+p 
无 零 元 ,所 以 此 马尔 可 夫 链 具有 遍历 性 . 

注意 ”对 于 有 限 链 ,车 存在 正 整数 mx, 使 P” 无 零 元 , 则 此 链 
是 遍历 的 . 


, z 
设 Xx 二 (royro yAp), 由 z= 二 7P 和 >》 x 一 1, 得 方程 组 
i=0 


To 一 gro tt gris 
A 一 fro gr, mzmo 十 zx 十 Xx。 二 1， 
nz 一 pri 十 prs， 


解 得 唯一 解 No 


2 


一 一 一 
9 十 pa 二 p Q 十 patp 


i 
gt+patp 
例 12 设 齐 次 马尔 可 夫 链 (有 两 个 及 喘 壁 的 随机 游 动 ) 的 转 
移 概率 和 矩阵 为 
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] 0 O O 
1/3/ 1/3 1/3 0 0 
P= 0 1/3 1/3 1/3 0 ， 
O 0 1/3 1/3 1/3 
0 0 0 OU ] 
讨论 马尔 可 夫 链 的 遍历 性 ,并 求 平稳 分 布 . 
5 
解 ” 设 KX 二 《n,n yzx3yrxyx5) 由 7 一 7P 及 DT 一 1]. 
得 方程 组 
rrl = As/3, 
r， 二 Xi 十 Ny /3 十 Xs/3， 
ns = A /3 十 rs/3 十 my/3，rl 十 rs 十 zs 十 mi 十 二 1， 
rr 一 Ta/3 十 ri/3 十 zx， 
rs 一 NA /3, 
解 得 唯一 解 zc 二 zx; 二 1/11 ,x 二 x 二 ze 一 3/11, 故 平稳 分 布 
A=(1/11,3/11,3/11,3/11,1/11). 
经 计算 ,得 
5/27 10/27 8/27 3/27 1/27 
1]0/8]1 33/81 19/81 14/81 37/81 
P*=P=|8/8l 19/81 23/81 19/81 8/81 |. 
3/81 14/81 19/81 33/81 10/8] 
1/27 1/9 8/27 10/27 5/27 
因为 P” 无 零 元 ,所 以 马尔 可 夫 链 是 遍历 的 . 
例 13 设 有 时 齐 次 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 和 矩阵 为 


1 0 
?一 | 1 
0 1 


讨论 此 马尔 可 夫 链 的 遍历 性 ,并 求 平 稳 分 布 . 
解 ” 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 为 1 二 {1,2} ,都 是 吸收 态 , 状态 
空间 可 以 分 解 为 两 个 闭 集 之 和 , 即 了 二 (1) 十 42), 故 不 是 不 可 约 的 
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马尔 可 夫 链 . 
| Cn) 
P= ~ PP.::..P—-P=Pp,， 
0 1 
所 以 状态 1 和 状态 2 都 是 非 周 期 的 ,上 且 有 
limp® = 1 limp” 一 0， 
limpy” = 0 1limpY = 1, 
故 不 是 遍历 链 . 但 由 x 二 xP ,得 
X= (AiyNAns), A 二 Tx, = 1,， 


nl 一 Xl 
故 和 XA 十 T 二 1. 


Nz 一 NA， 
可 见 平 稳 分 布 是 存在 的 , 且 有 无 穷 多 个 . 
{pq} ,0 寺 p,0Rgq,p 二 gq=1 

都 是 平稳 分 布 . 说 明 此 齐 次 马尔 可 夫 链 不 满足 遍历 链条 件 , 但 存在 
平稳 分 布 , 只 是 平稳 分 布 不 是 唯一 的 . 

例 14 图 3.16 给 出 了 六 个 车 站 间 的 公路 连通 情形 . 设 汽 车 
每 天 从 一 个 本 站 驶 同一 直接 相 邻 车 站 ,并 当晚 到 达 该 站 留宿 次 日 
继续 相同 的 活动 . 设 每 天 汽车 开 往 临 近 任 一 车 站 都 是 等 可 能 的 . 试 
说 明 经 很 长 时 间 后 ,各 站 每 晚 留 宿 的 汽车 比例 趋 于 稳定 , 求 出 这 个 
比例 . 





图 3. 16 
解 ” 以 {X,,n 之 0} 记 第 n 天 某 辆 汽车 留宿 的 车 站 号 ,显然 这 
在 一 个 与 尔 可 夫 链 ,转移 概率 矩阵 为 
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0 1/2 0 0 0 1/2 
l/3 0 13 0 0 1/3 
0 1/2 0 1/2 0 0 


0 0 0 1/2 0 1/2 
1/4 1/4 0¢ 1/4 1/4 0 
设 平稳 分 布 x 二 《x yx ;zs sXe yXts ;7t6 ) ， 则 由 


xP 不， 
[sy, -一 上 ， 
解 得 z= 二 (1/8,3/16,1/8,3/16,1/8,1/4). 即 无 论 汽车 从 人 哪 一 个 车 
站 出 发 ,在 很 长 时 间 后 , 它 在 任 一 车 站 留 答 的 概率 是 固定 的 , 故 所 
有 汽车 也 以 稳定 比例 在 各 车 站 留宿 . 
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第 四 章 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 


第 一 节 ”连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 概念 


主要 内 容 


1. 设 随 机 过 程 {(X() ,1 之 0}) 的 状态 空间 为 1 二 (i,n 之 0), 奉 
对 任意 的 0 二 过 过 < 之 ti 及 二 io， it1 ET, 都 有 
P{X(C(#00)= i | XC) = XG) = i KX,) = i,) 
= PIX(tin) = in | X(,) = i}, 
则 称 (X(z) ,zt 之 0) 为 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 ,也 称 为 时 间 连 续 、 状 
态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 或 囊 数 状态 的 马尔 可 夫 过 程 . 

本 书 只 讨论 齐 次 的 、 可 数 状态 的 马尔 可 夫 过 程 . 

2. 条 件 概率 P{XCi 十 s) 二 7 | XCs) 二 ?7 (1 之 0,s 之 0) 称 为 马尔 
可 夫 过 程 在 时 刻 ; 由 状态 i 经 时 刻 t 转移 到 状态 s 的 转移 概率 , 记 
为 p, (s ,1). 

若 转 移 概率 p; (5,) 二 p; (1t), 即 转移 概率 只 与 转移 状态 i、 转 
移 所 由 时 间 t 及 转移 到 达 状 态 有 关 , 而 与 转移 开始 时 间 * 无 关 ， 
则 称 相 应 的 时 间 连 续 ,状态 高 散 的 马尔 可 夫 过 程 为 齐 次 马尔 可 夫 
过 程 , 称 此 马尔 可 夫 链 为 平稳 的 或 齐 次 的 转移 概率 . 其 转移 概率 矩 
阵 记 为 

P(2) = (p(t)), 1,7 EE 1,t 过 0. 

3. 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 具有 下 烈性 质 ， 

(1) p; (00, i1,7€E1,tE|0,0); 
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(2) yp CD =1,i€1, te {0,00); 
;EI 


(3) 满足 C-K 方程 
py tis) = Dpals)py(t), i € 1,t€ [0,0). 
kEI 
还 假定 p; 满 足 连续 性 条 件 
tmp GD 一 六 二 | 
D0 i 


4 对齐 次 马尔 可 夫 过 程 在 开始 时 刻 (: 二 0) 取 状态 7 的 概率 分 布 
p;(0) = PIX(0)=77, JE€EI 

称 为 它 的 初始 概率 分 布 . : 

对 齐 次 马尔 可 夫 过 程 在 1 (tf 之 0) 时 刻 取 状态 ; 的 概率 分 布 

p(t) = PIX(t) =7), jE€EI 

称 为 它 的 上 时 刻 的 绝对 概率 分 布 . 

绝对 概率 分 布 具有 以 下 性 质 : 

(1) p; (英之 0; 

(2) Dp; C2) 一 1]; 

;EI 
(3) p;(t) = > p;(0)p, (02); 
i 七 J 
(4) p;(t+7) = >,pi(t)p; OD); 
iEI 
(5H) P(X(t) 一 21 ， 入 《ty ) 一 12 及) 一 2 } 
Dp: C0) ps (z1) pis, (zz 一 bPi ss (fb, — tl). 
1 了 

5. 设 {X(t) ,t 宇 0} 是 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 若 在 时 刻 0 过 
程 刚 刚 到 达 状 态 i ED ,以 = 记过 程 在 离开 状态 i 之 前 在 i 停留 
的 时 间 , 则 zz 服从 参数 为 的 指数 分 布 . 

右 二 20, 则 在 状态 ;停留 的 平均 时 间 为 零 ,状态 i 称 为 瞬时 
态 . 奢 ;二 0, 则 在 状态 i 停留 的 停留 时 间 为 无 限 长 ,状态 i 称 为 吸 
收 态 . 
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疑难 解析 


1. 为 什么 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 的 过 程 进 入 状态 i 后 停留 时 
间 r; 服从 指数 分 布 ? 
答 ” 因 为 对 于 s,t 宇 0, 有 
Pr > s+it|r>s} = Pir>t, 
所 以 r 具有 无 记忆 性 . 事实 上 ,由 于 
{r.>s}O{X)=i,0<us|X(0)=i, 
(tT. >s 十 zt} 
OX =i,0<us, WV) =1i,s Tus 二 tt| XO0)=2, 
故 Pr 十 ijr 5) 
一 也 (XI 一 1 0< xs， 

Xv) =i, svt| Ru) =i, 0Rus)} 
=P{X(v)=i,s<vus+tit|X()=7} 
=P{X(u)=1i,0<u<t|X(0)=17} 
=Pilr,>t}. 

由 于 停留 时 间 z; 具有 无 记忆 性 ,所 以 服从 指数 分 布 . 

2. 怎样 理解 并 构造 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 ? 

答 ”连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 可 以 理解 为 一 个 做 如 下 运动 的 随 
机 过 程 : 它 以 一 个 离散 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 方式 从 一 个 状态 转移 
到 另 一 个 状态 ,在 两 次 转移 之 间 以 指数 分 布 在 前 一 状态 停留 . 这 个 
指数 分 布 只 与 过 程 现在 的 状态 有 关 , 与 过 去 的 状态 无 关 ( 具 有 无 记 
忆 性 ) ,但 与 将 要 转移 到 的 状态 独立 . 

除了 用 定义 构造 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 外 ,还 可 以 利用 
具有 下 面 两 个 性 质 的 随机 过 程 来 实现 : 

(1) 在 转移 到 下 一 个 状态 之 前 处 于 状态 i 的 时 间 服 从 参数 为 
Hi 的 指数 分 布 ; 

(2) 在 过 程 离开 状态 i 时 ,将 以 概率 p; 到 达 状 态 j, 且 这 ; 一 | 
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方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 用 和 定义 和 性 质 构造 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 必须 熟悉 定义 
和 了 解 性质 ,对 概念 有 充分 的 理解 . 

例 1 说 明 当 松 过 程 是 一 个 连续 时 间 的 齐 次 马尔 可 夫 链 . 

解 ” 设 强度 为 4 的 浪 松 过 程 {N (zt),i1 之 0) 的 状态 空间 
1 二 40,1,2,…), 由 第 二 章 知 , 泊 松 过 程 在 任 一 状态 的 停留 时 间 服 
从 指数 分 布 , 且 由 状态 i 转移 到 状态 i 十 1 的 概率 为 1. 又 由 泊 松 过 
程 的 独立 增 量 性 知 , 过 程 在 状态 i 的 停留 时 间 与 状态 的 转移 是 独 
立 的 ; 则 依 性 质 知 泪 松 过 程 是 连续 时 间 的 齐 次 马尔 可 夫 链 ,对 iE€ 
1 ,转移 概率 为 
p(t) = P{N(Gt+s) =i| NGC) =i = PING) 一 0) 一 ee 

pst)= P{ING+s) 一 7 十 1 NGC) 一 7 
= PIN(Gt) = 1}) = Xie”, 

Cie 7 之 1 十 1， 
p; (t)=0, <i. 

例 2 证 明 马 尔 可 夫 过 程 {X(CD,zE[0,co)) 的 转移 概率 矩阵 
P() 二 (pp, (2) ,i,j7E DT 满足 

P(s) P(t) = Pl(si), s,st 之 0. 
证 任 取 i,;7ET, 有 
p(s 和 十) 二 P(X(s 十 四 二 7 | XGO) 一 2 
— PIXGTD) = ],X(0) = 由 





Ds (£) -一 


P{X(0) = 7} 
PiX(CS 十 ti) = 7,X(0)=27) 
ki P(XC) <A XCO) =i}>0 PiX(0) = 


, P{XGs i) = j,X(s) = k,X(0) = i 
PiX(s+t) = j,X(0) = 
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加 PLXGS 十 四 一 J | X(s) = k,X(0) = 2 


k.P{XCG) Rk XO =i} >0 P{X(s) =k| X(0)=7 
-一 > pa Cs) py (1). 
RE 了 
只 Pls 十 2) = P(s) PCi). 


例 3 设 {X(),t 宇 0) 是 一 族 随 机 变量 ,每 个 XX(2) 的 取 值 均 属 
于 1 二 {0,1,2,…?, 日 X(0) 二 0, 有 独立 增 量 . 证 明 : (XX(1) ,i 之 0) 
是 一 个 马尔 可 夫 过 程 . 
证 ”对 任意 正 整 数 ,0 过 过 过 … 之 ,0;y 如 "is ET, 由 
独立 增 量 , 有 
P{X(t,) = | X11) = Xt) = io} 
~— P{IX(t)— X(t 1) = 1) | X(t 1) CO— X(t ,) 
= ii KR) XH ) = mio, X(t) = i) 
~ P{iX(t)— X(t )=,,— i}. 
同 理 P{X(#,)=i, |XCG )=i.) 
=P{X(t)—X(,. 1)=,—1,_1}. 
由 以 上 两 式 可 知 ,(X(2) ,t 之 0) 是 连续 时 间 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 . 
例 4( 尤 尔 (Yule) 过 程 ) 设 生物 群体 中 各 个 生物 体 的 壹 殖 是 
相互 独立 的 、 强 度 为 4 的 泊 松 过 程 ,并 且 群 体 中 没有 死亡 ,这 个 过 
程 称 为 尤 尔 过 程 . 试 说 明 尤 尔 过 程 是 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 . 
解 ” 设 在 时 刻 := 二 0 只 有 一 个 个 体 , 种 群 将 有 的 个 体 数 是 
(1,2,…}). 以 了 T;(i 之 1) 记 群体 数目 从 i 增加 到 i 十 1 所 需 时 间 . 由 
尤 尔 过 程 定 义 可 知 , 当 群 体 数 目 为 i 时 ,这 i 个 个 体 产 生 后 代 是 相 
互 独立 的 泊 松 过 程 . 由 泪 松 过 程 的 可 加 性 可 知 , 这 相当 有 一 个 强度 
为 的 泊 松 过 程 . 又 由 泊 松 过 程 的 独立 增 量 性 可 知 ,T; 与 状态 的 
转移 (i 宇 1) 是 独立 的 , 且 {T;} 是 相互 独立 的 参数 为 Ai 的 指数 变 
量 . 所 以 尤 尔 过 程 是 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 
pp; 《1) 可 求 . 因为 
P{T, 之 tt} =1~—e™”, 
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PIT,+T, 过 #) =| P{T, +T, <i|T, = rae*dz 
0 


=| (l—e™ ?edr= (~e™*)’, 
0 
PI 二 TT 十 TT, 鞍 } 


=- | P{T+T+T tIT+T, rdP{T +T, zx) 
D 


_ | (1 一 ez oe “(1 — ev*dz) 一 一 (1 —e*)’,， 
0 


P{ 碾 十 T 二 十 T, 寺 7 二 (一 ev 六 
而 { 荆 十 TT 十 … 十 TO{XQ) 之 jj 十 1 1 X00) = 1)， 

故 py(t) = P{X() = ;| X(0) = 1) 
=P{X(t)>i7|X(0)=1})—P{X()2j+1|X(0)=1), 
—(l~—e*) TI—(l—e*)/=~e *(l—e*)i!, j>]. 

这 是 一 个 均值 为 e“ 的 几何 分 布 . 

又 pi; (1) 二 P{X(Cs 十 二 71X(s) 二 让 相当 于 一 个 数目 从 i 个 
个 体 开始 的 尤 尔 过 程 的 群体 数目 在 时 间 z 内 增加 到 数目 7 的 概 
率 . 由 可 加 性 ,这 相当 于 i 个 独立 的 服从 均值 为 e“ 的 几何 分 布 的 
随机 变量 的 和 取 值 为 7 的 概率 . 于 是 ,得 

pi (b 一 CDie (一 ea) 一 ， /这 1 

例 SC 生 灭 过 程 ) 一 个 生物 种 群 中 ,各 个 生物 体 的 繁殖 是 相 
互 独立 的 、 强 度 为 4 的 油 松 过 程 ,但 是 每 个 个 体 将 以 指数 速率 死 
万 . 这 个 过 程 称 为 生 灭 过 程 . 求 转 移 概率 p,;_ 1 , 户 1. 

解 ” 设 在 时 刻 二 0 有 一 个 个 体 . 它 的 状态 为 {0,1,2,…}. 在 
状态 i 转移 到 状态 i 十 1, 说 明 群 体 数 自 增加 了 一 个 ;从 状态 i 转移 
到 状态 i 一 1, 说 明 群 体 数 目 减 少 了 一 个 . 以 工 , 记过 程 从 状态 i 到 
达 状 态 i 十 1 或 i 一 1 的 时 间 , 则 由 生 灭 过 程 定义 和 上 例 可 知 ,群体 
烷 殖 的 过 程 是 一 尤 尔 过 程 ,是 一 个 相互 独立 的 .参数 为 Xi 的 指数 
分 布 . 类 似 地 ,由 可 加 性 与 独立 增 量 性 可 知 , 群 体 死亡 的 过 程 也 是 
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一 尤 尔 过 程 ,是 一 个 相互 独立 的 、 参 数 为 yi 的 指数 分 布 . 由 于 志 
相互 独立 且 与 从 状态 i 转移 到 状态 i 十 1 或 一 1 无关, 所 以 生 灭 过 
程 可 以 看 成 是 两 个 尤 尔 过 程 之 和 ,{ 了 } 服 从 参数 为 时 十 Ap 的 指数 
分 布 . 依 泊 松 过 程 计算 ,得 


-4 
力 ;1 HA 十 和 Pii 十 入 


二 广 ” 柯 尔 竟 可 说 夫 - 费 轩 方 程 


主要 内 容 


1. 右 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 以 概率 1 在 任意 长 的 时 间 
内 转移 的 次 数 是 有 限 的 , 则 称 此 马尔 可 夫 链 是 正则 的 . 

2. 设 齐 次 马尔 可 夫 过 程 满足 正则 性 条 件 , 则 对 任意 固定 的 
1,j ET1,p; (t) 是 t 的 一 致 连续 函数 . 

3. 设 p; (t) 是 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 , 则 有 下 列 极限 .: 
1l— patt) 

1 


C1) lim 一 V 一 0 过 co， 1 一 1; 
ot 


称 gq; 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 从 状态 i 转移 到 状态 7 的 转移 速率 或 跳 
跃 强 度 . 
对 有 限 状态 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,有 @ 一 > ;gj <<coi 
ji 
对 状态 空间 无 限 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,只 有 q; 之 27qs. 
Fat 
4. 对 于 有 限 状 态 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 , 和 矩阵 
doo dl do “*** {on 
0 = 8 机 本 | 5 
da cd dn ”dm 
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称 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 转移 速率 矩阵 ,简称 0 矩阵 . 当 q, 二 
295 < co 时 , 称 @ 矩阵 为 保守 的 . 

”由 于 对 iE 1, ps (1) 在 1=0 处 的 导数 ( 右 导数 ) 存 在 , 即 
m2 一 咎 一 g ,一 p (01 ), 所 以 Q 矩阵 也 称 为 转移 概率 矩阵 


Pb 的 密度 矩阵 . 以 @ 为 密度 矩阵 的 马尔 可 夫 过 程 称 为 @ 过 程 . 
由 8 算 阵 求 转移 矩阵 PC(2) 的 问题 , 称 为 8 矩阵 问题 . 

转移 速率 g; 具 有 以 下 性 质 .: 

(1) gq;0, 1=], 1,jET; (2) gq 之 0, i), 1,IET; 





jEI 
5 对 任意 i€ 了, 下面 极限 
— pp (0) = lim 

仔 在 , 即 导 数 存 在 ,但 可 能 为 无 穷 . w 的 取 值 决定 了 状态 的 性 质 . 

(1) gq, 二 0 时 ,有 p,(1) 二 1 《Yi 守 0) ,表明 系统 从 1i 出 发 不 发 
生 转 移 , 称 状态 i 为 吸收 状态 . 

(2) ac 一 cc 时 ,有 p, (1)= 二 0C(Yt>0) ,表明 系统 从 :zi 出 发 经 任 
意 时 间 都 不 回 到 1i, 称 状态 i 为 瞬时 状态 . 

(3) 当 0<g; 过 co 时 ,0 过 p; (2) 二 1C(Y1>0). 称 状态 i 为 逗留 


l — DD; () 
t 


全 di 委 co 


状态 . 
若 令 r(w) 表 示 系 统一 直 停 留 在 出 发 状态 的 时 间 长 度 , 则 
FLrGo) | XCO) 王 =1/ai 即 1/g; 表示 停留 在 状态 i 的 平均 时 间 
长 度 . 
6. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 费 勤 微分 方程 
(1) 向 后 方程 设 他 49 = gj 过 00 ,对 一 切 i,jE1,t 之 0, 有 
py(t)= qapy (t) — qips t). 


(2) 回 前 方程 ”在 适当 的 正则 条 件 下 ,有 
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p’ (1) 一 人 ps (De — p, (1)g;. 
各 后 方程 的 矩阵 形式 为 PP (1)=0QP(). 
阿 前 方程 的 和 矩阵 形式 为 尼 (7) = 二 PC()Q. 
夺 Q 是 一 个 有 限 维 矩阵 , 则 上 述 方 程 解 为 


POU)=e? = > (QD 
7. 齐 次 马尔 可 夫 过 程 在 + 时 刻 处 于 状态 j ET 的 绝对 概率 
Di ti 满足 方程 
p (1) 一 一 Pit) gq; 十 Dpi(t) gy,. 
kt 


设 p; (四 为 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 的 转移 概率 , 铬 存在 时 刻 4 
和 zt, 使 得 p, (zj) 汪 0,p, (2) 盖 0, 则 称 状态 ;和 7 是 互通 的 . 若 所 
有 状态 都 是 互通 的 , 则 称 此 马尔 可 夫 链 为 不 可 约 的 . 
8. 转移 概率 p; (2?) 的 过 历 性 ” 取 h 二 0 圈定;p; (4) 为 一 步 转 
移 概率 , 则 ” 步 转移 概率 为 py (h) 二 pp, (nh). 
(1) 设 (p; (h)}) 是 非 周 期 不 可 约 的 , 且 对 任意 i,7ET, 下 列 极 
限 存在 且 与 i 无关: 
limpy Ch) = limpy (nh) = xj(h), 
, 0， Jj 为 非常 返 或 零 常 返 态 ， 
和 | j 为 遍历 态 
(2) 对 一 切 i,;€1, 下 列 极限 存在 且 与 i 无关， 
Lmp, (2) 一 Ti， 
此 结论 又 可 称 为 马尔 可 夫 定 理 . 
(3) {zw ,jE 了 有 下 列 性 质 : wj 之 0， 2x; = 1; 


jEJ 
对 任意 ti >0, 有 Ti 一 > 办 (2). 
AE 1 
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Zr; 一 1， Zs 一 j 芝 ji ] 和 所 上 


JE 
9. 设 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 是 不 可 约 的 ， 则 有 下 列 性 质 : 
(1) 车 1 是 正常 返 态 的 , 则 limpy (+) 存 在 且 等 于 >0,j El 


i 一 他 eg 9 


D7 一 1 
的 唯一 非 负 解 ,此 时 称 《x ,jE 了 是 该 过 程 的 平稳 分 布 ， 且 有 
limp; (1) = Tri 
(2) 知 它 是 零 常 返 态 的 或 非常 返 态 的 , 则 
limp; (+t) = limp,; (1) 一 0， 157 CE [. 


疑难 解析 


1. p; 是 齐 次 马尔 可 去 过 程 从 状态 i 到 状态 7 的 转移 概率 ,由 
其 极限 式 得 到 转移 速率 g, , 试 说 明 极 限 式 的 概率 意义 . 

答 极限 的 概率 意义 是 :在 长 度 为 上 的 时 间 区 间 内 ,过 程 从 状 
态 ; 转移 到 另 一 其 它 状 态 的 转移 概率 1 一 p; (1) 等 二 q; (tf) 加 上 一 
个 比 t 高 阶 的 无 穷 小 量 ; 而 从 状态 i 转移 到 状态 7 的 概率 p; (1) 等 
于 gj (2) 加 上 一 个 比 t 高 阶 的 无 穷 小 量 . 

2. Q 矩阵 的 意义 是 什么 ? 

人 答 Q 矩 阵 称 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 转移 速率 矩阵 . 由 于 
Q= 二 PP (0), 它 又 称 为 转移 概率 矩阵 PC) 的 密度 矩阵 . 它 反 映 了 齐 
次 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 (函数 ) 在 1=0 的 变化 率 . 

8 和 矩阵 是 一 个 常数 矩阵 ,而 转移 概率 矩阵 是 一 个 孙 数 矩阵 . C@ 
矩阵 比 转移 概率 矩阵 P 易于 求 得 . 

3. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 费 勒 微分 方程 有 什么 实际 意义 ? 它 又 受到 
哪些 条 件 的 限制 ? 
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答 ” 柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 费 勒 微分 方程 建立 了 齐 次 马尔 可 夫 过 程 
的 Q 矩阵 与 转移 概率 矩阵 P() 之 间 的 联系 . 如 果 给 了 密度 和 矩阵 
,在 一 定 条 件 下 ,可 以 通过 柯 尔 英 赋 洛 夫 - 费 勒 问 后 (网 前 ) 方 程 
解 出 转移 概率 p; (2). 例如 , 知 8 是 一 个 有 限 维 和 矩阵, 则 由 向 后 与 


向 前 方程 可 求 得 解 为 PQ) 二 1 -> [CD /ij1t]. 


在 柯 尔 英 凡 党 夫 - 费 勒 微分 方程 的 证 明 过 程 中 ,需要 交换 极限 
与 求 和 的 次 序 ,但 对 向 前 方程 来 说 ,必须 附加 运 当 的 正则 条 件 才 能 
实现 ,这 就 使 方程 的 应 用 受到 一 定 的 限制 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


这 部 分 的 习题 形式 比较 多 ,计算 过 程 也 比较 复杂 ,因此 必须 准 
确 地 理解 概念 的 意义 ,掌握 计算 的 公式 . 特别 要 注意 的 是 : p,; (2) 
是 上 的 图 数 ,不 再 像 以 前 的 p; 那样 是 一 个 常数 . 因此 ,pj (oO 存在 
连续 、 可 导 及 求 导 数 等 问题 ,需要 结合 微 积分 的 知识 来 讨论 与 求解 . 

例 1 设 参 数 连 续 状 态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 {X(Cb ,t 之 0) ,其 
状态 空间 [一 41 2 当天 1 一 127 时 ,9 一 1 当 : 
一 1,2,…,m 时 ,gq; 二 一 (m 一 1). 求 p, (2). 


d 
解 由 于 户 ; (2) 二 二 2 = Pal ， 


故 yd > palt). 


大 JE T 


又 由 于 > pa = 1 >》, palt) = 1— p(t), 


kj, EE] 


所 以 p', (0)=—(m— Dpst[1l—p; Ct) 1=1—mp, ©). 
解 上 述 方 程 ,可 得 
pi(t) = Ce™ Fl/m, 1,7 = 1,2,.,m 
利用 初始 条 件 p; (0) 二 1 与 p; (0) 一 0, 得 : 当 ; 一 7) 时 ,C=1 一 1/m; 
当 ;和 关 时,C 一 一 1 于 是 
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Pi(t) = (1l—1l/me™ +l/m, i= 1,2,.…,m, 
bp; (t) = (l—e™)/m, 1 E73297 = 1 ,2 ,Mm. 
例 2 议 PO 二 (p; (1) ,i,7E1T1=={0,1,2,…)) 是 一 个 转移 概 


率 和 矩阵 , 若 令 
pi; \t)， i1,7 EJ, 
和 ~ 1 一 2 pi (2), i € 1,; =—1, 
Pi; (t) = Rel 
0， 1 一 一 1,) 和 了 了， 
] ， i 二 1 二 一 1， 


证 明 :P(DA (DjJETIU( 一 1)) 是 一 个 转移 概率 矩阵 ,是 有 
2 Pi; (2) = 1,1,7 ETU {1. 


证 显然 ,有 
Fi) 0, ijEITU {(—1). OD 
P=1,i€EIU {1). @) 
当 i,jET 时 ,有 
PijCs+t)= pi; (s+t) = Zs Pi Cs) ps C7) 
一 > 人 (Cs) Pp; (t) 
&E 了 
= D2) PCP Ct). CY 
k€E TU {1)} 


其 中 最 后 一 个 等 号 用 到 : 当 jE1,k 一 一 1 时 ,C1) =0. 
类 似 可 证 
pj(s+t)=0= 2》, PCHPa dt, jEL. (4) 
KE TU {1} 


pi-i(s+)= 1— 2p;; (sti) 
;EI 


一 >， pi (5) >》 > pss 《5S) 轧 (1) 
} 


kE TU {—1 jET kET 
= Ppa 1— Dp (lt) +B, (CD .1 
El j€] 
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2 Pin (s) Pp (£) 十 力 ;- (sy) 力 ， -1 (1) 


3 | 


Pb 
rm 


2 pis Cs) ps, 《3 与 
kE TU IT—1) 
力 __1(s 十 1 二 ] 一 力 (3) 力 (2) 


i 
rp 


Oy TOE Sy 


去 EE 本 


= 2, Pd Pkt). 


RE ITU!{—1 


©) 
| 
由 式 中 至 式 电 等 六 个 等 式 , 知 命题 成 立 . 


例 3 设 QO—= (aq, ,2y7 CC 1 二 1,2,…,NN}) 是 一 个 保守 的 密度 
和 矩阵 ,证 明 :P(z) 二 是 转移 概率 和 矩阵 , 且 满 足 


0， ij， 
lim p, (t) = p, (0)=6, = 7 
0 1， 1 一 J. 
, "1 
证 由 P(A > 二 (你) ,有 


P(1) .1=1, 0 过 1t< 之 0%， 
Pl(s++1t) = P(s)P(), 
P(0) = lim P(t) 一 于 


ti-*0 
l 
l l 
其 中 1 = , ， = 
] je 1 


若 设 gj 这 0,1 志 i,j 志 j,i 冯 j, 则 由 PD) 一 > Qt) 知 , 存 
k=0 ~。 
在 50, 使 得 当 0 志 : 志 6 时 ,有 PQ) 二 0. 又 因为 
Pi) = P(6)P(t—6), 1 26. 
故 ”P() >0,0 二 t< 近 26. 反复 进行 下 去 , 即 有 


P(t) > 0,0 和 Sto. 


141 





] 1 人 一 | 
qm 二 一 qm 十 一 CR 


n nn 
则 @, 是 一 个 保守 的 密度 和 矩阵 , 且 满 足 上 面 讨 论 过 的 条 件 . 故 
P,(t) A >0， 0<i<<cc. 
由 于 lim， 一 OQ, 所 以 
limP, (t) 一 了 0) 之 0，0 志 上 <co， 

例 4( 随 机 信号 问题 ) 计算 机 中 某 个 触发 咽 有 两 种 状态 , 记 
为 “0” 和 “1”. 设 触 发 器 状态 的 变化 构成 一 个 齐 次 马尔 可 夫 过 程 
{XQ),tE[0,00)},1 二 {0,1), 和 且 有 

po At) = AAi 十 ol At), 
pio (AL) = pAt + oC Az). 
求 算 阵 @ 与 PC(). 
解 ” 设 六 (D 表 示 时 刻 1 触发 如 的 状态 , 则 


_ po ( Az) 一 00l 
dol 一 ‘Jim 入 A， 
0， 一 1im pio (At) 一 O10 
10 ot A - 
do 一 一 Gol 王 一 人 ， qi 三 一 qlo 二 一色 . 
一 人 A 
及 KH 


(1) (£) 1 
P(i) = MM oo Po |， P(0) = | ,| 
pot)} pnt) 0 1 


由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 向 前 方程 ,可 得 


Chott =— Apw (it) npo (t), 


142 


PD 一 一 Mo() 十 ppn(D， 


chu cD = Apio lt) — pp1lt), 


po 0) = p10) = 1, pi 0) = po (0) = 0. 
解 上 面 的 线性 微分 方程 组 ,得 
poo (1) = Ao 十 Ao e “ta, po (1) = A (1 CO— et 
piolt) = pl Ee), pt) = me 


其 中 ju 一 和， 
例 5 设 8==(g; ,i,;E 了 DD 是 标准 转移 概率 矩阵 P(2) 的 密度 矩 
阵 , 若 sup( 一 qz) 一 00, 证 明 : lim ps C2) 一 1 对 一 切 :EI 成 立 . 
证 令 M= suplg; | , 则 由 转移 概率 的 极限 式 
0 过 lp le Cl—e™, 
得 0 < him sup(l ~— pi(t)) < lim(l—e) 一 0， 


1 一 站 
即 lim pi (t) =—1 对 iT 一致 成 立 . 


f—*0 


例 6 设 定 义 在 [a,51] 上 的 实 值 肾 数 g(t) 有 连续 导数 ,h(t) 是 

[a,bj 上 的 连续 消 数 ,ww 是 一 个 实数 ,证 明 :微分 方程 式 
gq (ft) + pug(t) = h(t), a tb 

的 解 为 “gCD== | exh ds + ge asi < 

证 令 GGQ) 二 eg (1), 则 

G (1) = ye g(t) eg (1) = hu). 
利用 一 阶 线性 微分 方程 的 求解 公式 ,有 
GD) = | shlds+ g(a)e”. 
所 以 , 原 方程 的 解 为 
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g(t) = | es)d 十 ga)e at 二 0 


例 7 随机 游 动 问题 ) 质点 在 线段 [1,5Jj 上 作 随 机 游 动 , 且 只 
能 停留 在 整数 总 上 . 质点 可 在 任何 时 刻 发 生 移动 ,移动 规则 是 : 

1 在 时 刻 上 质点 位 于 2,3,4 处 , 则 在 (Ab 内 右 移 一 格 的 
概率 是 MAt 士 oCAi) , 左 移 一 格 的 概率 是 yAt 十 oC(Azt) ,停留 原 处 的 
概率 是 1 一 AAt 一 juAt 十 oC(At); 

2 在 时 刻 质点 位 于 1 处 , 则 在 (十 Ai) 内 右 移 一 格 的 概率 
是 AAt 十 o(Ab) ,停留 原 处 的 概率 是 1 一 AAt 十 o(CAz) ; 

3 右 时 刻 1 质点 位 于 3 处 , 则 在 (十 Ab 内 左 移 一 格 的 概率 
是 yAt 十 oC(Az) ,停留 原 处 的 概率 是 1 一 At 十 oC(Az); 

4 在 (t,t 十 At) 内 发 生 其 它 移动 的 概率 都 是 oCAz). 


求 各 p; (2) 满 足 的 微分 方程 组 . 
解 ” 按 移动 规则 写 出 转移 概率 艺 数 
AAt + oC A), 7 三 i 十 1， 
p, (At) = uAt + olAt), j 一 1 
]—AAt— nAt 二 To(At), 7 二 1 三 2,3,4, 
OAi) ， 其 它 . 
由 极限 式 可 求 得 
4， 7 三 1 十 1， 
— 4， 7 一 2 一 | 
A j=i=2,3,4, 
0， 其 它 . 
AAt 二 oC At), 7 一 2， 
类 似 地 ,有 pi; (At) 一 | —AAt 二 T+o(At),， j=1, 
o(At), 其 它 ， 
A， ;7 二 2， 
dj; x ] 二 1， 
0， 其 它 ; 
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LAt + ol At), 7 一 4， x 了 一 4， 
ps; (At) 一 ] — uAt + ol Az), 7 二 5， qs; 二 414 一 AL 7 一 ， 


OKCAI) 9 其 它 ， 0U， 其 它 

综合 上 述 结果 ,得 
一 从 A 
x 一 以 十 /0) A 
Y= A 一 A 十 pg) A 
4 一 (A+p) 4 
+ ”天 
帮 一 PCDO， 一 OP(D) 
l 
P(0)= 
] 

解 方程 组 即 得 转移 概率 函数 p; (7)， 


例 8 讨论 例 7 中 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 届 历 性 . 
解 ” 由 柯 尔 砚 哥 洛 夫 向 前 方程 ,有 
] 


dP(z) 
dt 


= P(t1)Q, P(0) = | . 
pi1Ct) =—Api 0) + ppis tt), i EL, 
pi; C1) = Api;3 1) — Qc pC) + ppisn (2)) 
i € 1,j = 2,3,4, 
pis (1) 一 人力; (t) — up;s (t), iEl. 
由 于 所 有 状态 是 相通 的 ,所 以 由 状态 i 出 发 经 时 刻 :>0 总 可 以 转 
移 到 状态 j. 故 所 有 p(s) 之 0 (i ;ED. 由 马尔 可 夫 定 理 知 , 有 极 
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限 分 布 
limp,; (2) 一 Ti J = 1,2,3,4,5. 
将 柯 尔 葛 哥 党 夫 疝 前 方程 化 为 线性 方程 组 ,可 以 解 得 极限 概率 
zj. 即 , 由 > 一 1 及 方程 组 
0 一 一 Mxl 十 pr2， 
0 = Mr 六 一 局 十 AI)T 十 Aril， 


0 = Mr 一 pors 
得 唯一 解 
Ni 1 一 /ps A (人 » J 3 二 vi。 


A {Xi SNA2 9T3 9 Na 9 Ts } 即 为 平稳 分 布 , 这 说 明 t->co 时 ,此 齐 次 马尔 
可 夫 过 程 是 饥 历 的 . 

例 9 设 (X(),t 之 0} 是 I 二 10,1) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 
程 ,转移 概率 矩阵 PC) 二 {ps (2?) ,i,] 了 为 标准 阵 , 且 


lim 0 po) = =4, lmtp())=g=,, 
十 f tOt i 


Ir0 


求 :(1) PL), 在 p= 二 P(X(C0)= 二 0) ,0 过 pp 过 1 时 | 
(2) E[ XC(1) |, DL XC) |. 


解 (1) 设 P(2) 的 密度 和 矩阵 是 Q. 由 了 有 限 知 8 是 保守 阵 , 即 


因为 P (2) 二 PG(z)Q, 即 有 方程 组 
| 二 一 A 十 jp (t) 十 ,0 
p'alt) =—=— A+ palt) + 
利用 例 6 的 结果 ,得 方程 组 之 解 为 


从- 十 二 -eof A 4 Qt 
A A A 二 nu A 
P(z)= 人 f 1 ， 
_£ .KK. @ (4 十 ppt A 十 LL e 一 (A 二 pt 
Tp A A 二 4 十 jp 


] 40 


且 E[ X(t) |= P(X()=1) 
一 po Pol (1) 二 (1 po) pi (£) 
po [po (1) — pn (2) | 二 pi (£) 


Qt .A Kt . 
poe TR 二 px 下 tp 


DLXC0)]=ELX’ (2) 1— (EL[XCG) 1 =ELX(G) (~—ELXCG))) 


一 F 和 十 ; 二 je — po eo | 


££ Qt 一 人 十 ji 
Fp ite 十 poe | 


例 10 有 一 部 电话 ,如 果 在 时 刻 上 电话 在 使 用 , 则 X(b 一 1; 
如 打 在 时 刻 t 没 使 用 , 则 XX(z)= 二 0. 设 {XG(),t 宇 0} 具 有 转移 概率 
矩阵 

1]T1 十 7e ” 7—7e 
$e 7+e | 

并 设 初始 概率 为 加 (0) 王 1/10, 加 (0) 一 9710. 

(1) 计算 矩阵 PC(0); 

(2) 验证 P(1) 每 一 行 元 素 之 和 等 于 1; 

(3) 计算 概率 :P{(X(0. 2) 王 0),P{(X(C0.2) 一 0|1X(CO) 一 0)， 
P{X(0.1)=0,X(0.,6)=1,X(1.1)=1|X(0)=0), 
(P{X(1.1)=0,X(0.6)=1,X(0. 1)=0)}; 

(4) 计算 时 刻 上 的 绝对 概率 ; 

(5) 计算 PG), 求 出 密度 矩阵 8; 

(6) 验证 8 的 每 一 行 元 素 之 和 等 于 等 . 

解 (1) 因 为 :一 0, 所 以 e “二 =e 二 1, 代 人 PQ) 得 


] 0 
po-[ 时 
0 1 


(2) 3[(+7e +(7—7e *)]=1, 
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寺 [(1 一 ca) 十 (7 一 ee)] 一 1 
nl -16\、1 9 | 一 16 
(3) P(XO., 人 一 0 一 站 4 十 7e ) 十 ao e ” ) 
vv- -16 
二 1045 心 ) ， 


P{X(0.2) = 01X(O) =0}= 0 十 7erLs)， 


= (+7 et), 


P(X(1.1) = 0,X(0.6) = 1,X(0,1) = 0} 


“ie 


一 坟 ] 十 7e (1 一 e 和)(1L 十 7e 5 )， 


(4) 加 介 一 言 。 关 (十 7e 0) 十 言 。 世 (1 一 e) 
-0 
广 (站 一 于，(7 一 ?er 十 言 站 (7 十 ea) 一 言 (7 二 二 se 
(5) 将 ps ( 扩 对 + 求 导 , 得 
PCD) = | Ye | 


一 朋 一 … 
e 5 — er 


= 0. 
(6) 一 7e 3 十 7e 2 一 0， e 二 (~—e *)=0. 

所 以 @ 矩阵 每 行 元 容 之 和 等 于 答 . 

例 11 由 沪 松 过 程 定义 知 

piir1CAt) = P(NGTAD— NG)=1|NG)=1)=AAt+o(At), 


p;; CA2) = PINGTAD— NG)=0|NG) = =]1—AAtiTo(A?), 
求 柯 尔 英 骨 党 夫 - 费 勒 微分 方程 的 解 . 
解 因为 
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plAt) .Pin CAL) _ 
et 
所 以 pi; (1) = giinpin;t) — giip;; (t) 


一 Apiri; (t) — Ap;; (2). 
当 j 二 i 时 ,有 pi;(2) 二 一 4pi; (2); 
当 j==i 十 1 时 ,有 pi;41C2) 二 Apipiit1(t) 一 Apis41(2); 
当 j= 二 i 十 2 时 ,有 pii42 (1) 二 Api#1i#2 (2); 
在 其 它 情 形 , 微 分 方程 不 存在 . 
由 条 件 p;; (0) 三 1 得 微分 方程 的 解 
Pii(t) =e™, piihnlt)=Ae™, 
p;; (t) 一 ee < 9 
类 似 地 , 尤 尔 过 程 {X(b ,t 宇 0) 在 条 件 X(CO) 王 1 下 有 
P{X(+TAD— XC()=1|XG)=i)=iAAtio(A), 
P{XCGTAt)—X()=0|X() = =1~iAAtto(At), 
P{X(ti+At)— X(t)>2| X(t) = =0(At), 
P(X(t+At)—X(t)<OX()=, =0. 
按 上 面 方法 得 尤 尔 过 程 转移 概率 p; (#) 满 足 的 问 前 方程 为 
pi;(t)=—iAp; (1). 
pi; = Dap —IAp; (tt), ji. 
解 得 p,; () 二 Cle “(1 一 e*)，j 之 i 宕 1. 


j 宇 i 宇 0. 


第 三 T 生 灭 过 程 


主要 内 容 


生 灭 过 程 是 连续 时 间 马 尔 可 去 链 的 一 类 重要 情形 ,其 有 较 大 
的 研究 价值 
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1. 一 个 状态 空间 为 1 二 (0,1,2,…)、 有 连续 参数 集 全 == 
[0:ce) 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 {X(Co ,t 宇 0) ,如 果 它 的 密度 矩阵 为 


一 Ao Ao 
| 一 《0 十 A1) Ai 
0 一 AP 本 (Hz 二 A,) A2 9 


Ha 一 (ps3 十 As3) MA3 


则 称 该 过 程 为 生 灭 过 程 .其 中 心 为 出 生 率 ,mi 为 死亡 率 ,Q 必 为 保 
守 阵 . 
2. 生 灭 过 程 的 转移 概率 p, (1) 的 性 质 . 设 i E171, 对 充分 小 的 时 
间 上 之 0, 有 
p(t) = At+o(t), :> 0,， 
Pilt) = ptitolt), p> 0,w 一 0 之 1 
p;;(t) = 1— (Mi; 二 pp)to(t), 
pi;(t) = 0o(t), |i—j | 宇 2. 
奇 三 认 ypi 二 ty (CA 为 正常 数 ), 则 称 {X() ,t 宇 0) 为 线性 生 
若 在 密度 矩阵 Q 中 ,w= 二 0 (i ED , 则 群体 个 体 减 少 的 概率 为 
零 , 称 为 纯 生 过 程 ( 如 泊 松 过 程 ). 若 在 密度 矩阵 C 中 ,4,= 二 0 GE 
7), 则 群体 个 数 增加 的 概率 为 零 , 称 为 纯 灭 过 程 . 
3. 生 灭 过 程 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 微 分 方程 
(1) 回 后 方程 是 
户 ; C2) =— (pA) pi; 人 十 和 zi 十 AD 办 it， 
| 1 之 1 ET 
力 。 (及 一 一 1opo iD 十 op it，7E 
(2) 向 前 方程 是 
pi; Ct) =— pi pa) pi DA pisn psn, 
| J 之 11E 上 
pio(t) =— pio Nt pm iEL. 
150 


绝对 概率 有 如 下 方程 . 
(0 =— p(t ptA)+t pa tpin (tA j21, 
p'olt) =— po Do pep. 
4. 生 灭 过 程 的 平稳 分 布 


大 一 (x » Ty TT, 1), 


n= ] PINKRI Hn 
AoAi A 加 
NT 一 一 一 一 一 一 ro 7 一】 :2 
LO AI AL 


在 级 数 1 十 》) 和 4! 收 售 的 条 件 下 ,以 Q 为 密度 答 阵 的 生 束 
过 程 存在 平稳 分 布 由 
limp;; (t) ~ x, 1 1 人 
知 , 当 上 充分 大 时 ,pp;; (2) x. 
5 如果 生 灭 过 程 4XGC ,t 宇 0} 的 密度 矩阵 


Ao No 
O _ 2 一 (A 十 pj) 人 
2 (A, 十 po) 人 ， 
则 下 列 命题 等 价 : 


(1) BC(2) ACpi; C0) ,i ED 2 p(t)， i,jE 站 是 一 个 


标准 转移 概率 和 矩阵 ; 

(2) 方程 CU 一 0O)Y 一 0,Y 二 0,supy<co, >0 只 有 零 解 ,其 
中 了 一 6，， ,7 7) 人 1} 一 《yi ”2 ,7 ;0 = (0,0,.…) 一 ， 

(3) 局 2 全 他 一 co 

7 一 1 天 一 1 kk 十 1 A, 
当 {X() ,zt 之 0) 的 密度 窍 阵 为 Q, 和 满足 以 上 命题 (3) 时 , 生 灭 过 程 
{XX() ,t 宇 0) 的 转移 概率 答 阵 P(t) 二 PO). 
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6. 设 生 灭 过 程 {X( ,0)? 的 密度 矩阵 8 如 主要 内 容 1 所 
给 ,转移 概率 矩阵 为 P(i) , 且 PC() 二 PO(). 设 0 已 知 ,P() 未 知 . 令 
ri — limp; (t), zs =limp; (1) ，1 7 之 0. 
Mo 


(1) 设 入 全 0, 令 由 一 10， 一 一 一 一 一 一 ， 7 -之 1 
0 


1) 右 Dyp, 一 co , 则 Tri 一 0， 1,] 之 0 


了 一 总 








iii) 车 >,o < co, >， HL 
好 一 :总 杂 一 蜂 天 


Tt 二 0， 1,] 之 有 


(2) 设 和 =0, 令 y 一 1 十 定 十 呈 生 十 … 


/1A; 
《0) 1 ~ Hp AL (0) 
-一 一 3 i -> 1， 一 一 1 
Yn y 全 入 AAA， 二 一 Yo 
1) 奋 7 一 co ,出 


Xi0 二 1,1 之 0， Tri 一 0 之 0,) 之 1 
ii) 大 y<co, 则 


生 灭 过 程 的 概率 的 意义 是 什么 ? 

答 ”由 生 灭 过 程 的 转移 概率 p;; (2) 的 性质 可 以 知 , 如 果 和 忽略 
的 高 阶 无穷 小 量 , 生 灭 过 程 即 种 群 群体 的 状态 变化 有 三 种 可 能 : 
(1) 由 状态 i-xi 十 1, 即 增加 了 一 个 个 体 ,概率 是 4;t;(2) 由 状态 ;一 
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i 一 1, 即 减少 了 一 个 个 体 ,概率 是 jit ; (3)i->i, 即 群体 个 数 无 变化 . 
由 此 可 以 得 出 , 生 灭 过 程 的 所 有 状态 是 互通 的 ,但 在 充分 小 的 时 间 
内 ,只 能 在 两 个 相 邻 状态 内 变化 ,或 者 状态 无 变化 . 


万 法 、 瓜 巧 与 典型 例题 分 析 


我 们 知人 这, 对 于 较 移 概率 算 阵 


满足 pi; (D0, >》b (一 1， 
;€ 1 
pi; sti) = pis C5) ps;(t). 


keEI 
0， 2 天 7) ， 
当 极限 lim pi, (2) =8, -| 7 
0 1， 1: 一) 


存在 时 ,P(z) 称 为 标准 转移 概率 矩阵 . 当 PC() 只 满足 
pi (DEO0, Vp) El, pilstt) = pis) p(t) 
el EJ 


时 , 称 为 准 转移 概率 矩阵 
例 1 设 {X(),1:E[L0, 吕 0) 是 一 个 状态 空间 为 [一 40,1,2， 


的 纯 灭 过 程 ,密度 矩阵 
0 
A TAH 
0 一 2 ~ A2 3 


证 明 :(1)PGQ) 二 (p;; (1) ,i,j 之 0) 二 ( 》) p (1) ,i,j 之 0) 是 标准 
n> 
转移 概率 和 矩阵 ; 
(2) PL() 由 0 唯一 决定 , 且 PC()= 二 PO). 
证 (1) 因 为 车 P(z) 是 标准 转移 概率 矩阵 与 方程 (XI 一 Q)Y== 
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一 《yy ,oe) ,T=0,0,...) 一 ). 
要 使 (A 一 上 Y==0， 
Avyo 二 0， 
一 Am 十 从 十 AD) 二 0， 
Bp 4. 


只 有 y, 三 0 (n 之 0), 即 P() 是 标准 转移 概率 . 
(2) 设 PQ)==(p;; (1),i,jED 是 (XO),tE1L0,00)) 的 转移 概 
率 和 矩阵 , 则 因为 P() 宇 P(t) (1 之 0) (由 p;; (2) 之 p;; (1)). 设 存在 
iosyjo 和 ,使 p; (to) 之 p;; (to), 则 由 PG) 与 P(z) 丝 为 转移 概率 
矩阵 ,可 得 
1] 2 p;; (to) = pij, (to) 十 2 Pi Cto) 


> pij, (to) 十 Yj pi; (to) 一 2 Pij(to) 二 ]. 


冯 六 
推出 矛盾 , 故 PQ) 二 PQ). 
例 2 设 {(X(),tE[0,co)} 是 纯 灭 过 程 时 ,PC(2) 会 (pi; tb， 
1E 1) ;证明 : 


0， ] 这 1， 
加 一 K ， 
P, (2) ee 1, J lis 
ew | 证 -Cd 1 > J. 
0 
证 令 DpD=| 
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0 


© 
A(t— wu)S 一 六 
pe 


再 令 PD)=A(W), P,(D)= | 4G 一 ODSP， (du (xD 
们 


则 PO) = > P,0). 
n=1 
记 P,(1) = (p;” (1), i,7 > 0), 


A(1S = (a;;(t), 1,7 之 0)， 
A(t) SP, (1) = (BY (1,u), i,j > 0), 
则 asy(t) =0,i, p(t)=0,j7>i 
设 p;”(2) 志 0, j 一 n<j, 则 可 以 得 出 


BY (一 Das (tp C0) 
k= 二 人 0 


= Da Dp 0, j++nt+l>i. 


k=jt1 
故 PID = | BY Cw)u du 二 0, 1 十 7z 十 1 二 
绽 上 所 述 有 pt) 0, j++n>i 


而 Pp; (2) = 2 2 (>p,, (2) =0, ;>itEe [0,00). 


又 P(t)=QP(), 1€[0,o0), 
得 p'i; (1) = Dj qnpby (t) 一 Dyqinpis (2) 
= 二 0 外 = 了 
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= 1 二 了， 
pipi; 一 风力 让， i 一 7. 
注意 到 p;; (1) 二 6,; , 解 之 可 得 


Ee 从 9 2 
pi; (1) -一 ! _ 
A a | gpi;ls)ds, 全 
0 
例 3 当 例 2 纯 灭 过 程 中 六 ,= 线性 死亡 率 ) 时 ,证 明 : 
0， z < 1， 
pi; Ct) 一 et!, 1 二 J， 
Ci(er) (mer , i>l. 
证 ” 辣 定 之 0. 当 ; 一 /十 1 时 ,有 
pi Ct) = ene et ps (j++ Dn Eps ds 
0 


e+ mlD)= Ce "er"). 
依 归 纳 法 , 设 Pst (1)=Cr le ” (lI—e )* , 


piren ; (一 | eo (7 十 卡 十 Dp ry; Cs)ds 


—pt ] 一 pf sk+l 
= Ct Ce) 一 et ， 


即 pi(t) = Ci(er (de , i>/. 
前 两 种 情形 同 例 2. 


例 4( 电 话 问 题 的 爱 尔 朗 (Erlang) 公 式 ) ” 某 交 换 台 有 ;条 中 
继 线 ,区 内 用 户 与 区 外 通话 村 通过 中 继 线 . 由 于 用 户 数量 很 大 ,可 
以 认为 不 管 占用 了 几 条 中 继 线 ,不 通话 的 用 户 数 可 看 做 是 不 变 的 ， 
因此 ,假定 在 (t,t 十 At) 内 又 有 一 用 户 要 同 区 外 通话 的 概率 是 
AAz 十 o(CAi ,与 正在 通话 的 户 数 无 关 . 在 中 继 线 有 空 则 接 通 , 和 否则 
用 户 的 要 求 被 取消 . 而 在 时 刻 1 正 与 区 外 通话 的 用 户 能 在 (z,z 十 
At) 内 结束 通话 ,从 而 空 出 一 条 中 继 线 的 概率 是 uAt 十 oCAzt). 设 各 
用 户 与 区 外 通话 是 独立 的 ,车 用 关 () 表 示 时 刻 t 正在 使 用 的 中 继 
线条 数 , 则 (X(t) ,t 宇 0} 是 齐 次 马尔 可 夫 过 程 , 求 其 平稳 分 布 并 导 
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出 爱 尔 表 公式 . 
解 ” 转 移 概 率 为 
pi CAt) = AAt FolAt), i1=0,1,…,s—1, 
Pi; CAD = yAtT olAt), i= 1,2,*,s, 
pi; CALt) = 1— (MAt+o(At), i1= 0,1,.…,s—1, 
p,, “At) = 1 — syAt + o(At), 
pi; (At) =0, | 一 /全 1 
显然 ,X(t) 是 一 个 生 灭 过 程 . 
人 一人， 一 0 …y 一， 
w=, 1 = ,0 ,s. 
其 平稳 分 布 zt 二 《xeo yx ，… ,XA,) 为 
AoAl'*Ap1 1/A 
人 "0 i 


于 是 ,得 到 爱 尔 朗 公式 

= 让 (x) / (2) 4 

例 5( 酶 的 产生 过 程 ) 设 有 大 量 实验 样品 ,每 个 样品 包含 一 

个 酶 分 子 和 母体 物质 . 若 在 (t,t 十 At) 内 形成 第 二 个 酶 分 子 的 样品 
数 与 时 刻 t 未 形成 第 二 个 酶 分 子 的 样品 数 成 正比 , 且 与 时 刻 t 无 
关 . 任 一 包含 一 个 酶 分 子 的 样品 在 (t,t 十 A?z) 内 产生 第 二 个 酶 分 子 
的 概率 为 AAt 十 oC(Azt), 设 在 时 间 间 隔 At 内 区 加 两 个 或 更 多 酶 分 
子 的 概率 是 o(Abi). 令 X(C) 表 示 时 刻 上 系统 中 的 酶 分 子 数 , 则 
1X (bt0} 是 齐 次 己 尔 可 夫 过 程 , 证 明 :X(b 是 纯 生 过 程 . 

piin AL) = 一双 A 十 oCAbD，i 之 0， 

pi: At) = 1— AAto(At), i1>0,， 

pi (At) = ol(At)},， i>1, 
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pi; (At) = olAt), |i] |>>1, 
由 此 可 以 得 出 
9 一 信 ，1i 二 0，d9 一 认 ，i0， 
qiin1 二 0，i 宇 1， qi;; 二 0， | 一 /| >| 
所 以 X(z) 是 纯 生 过 程 . 

例 6 设 {X(1),tE10,oo0)) 是 一 个 有 线性 生殖 率 的 纯 生 过 
程 , 若 P{X(0) 二 &} 二 p(1 一 p)*!, 即 XC(0) 服 从 参数 为 p 的 几何 
分 布 (& 宇 1) , 求 E[ XC(z) | 和 DLXG)|. 

解 ” 因 为 X() 是 纯 生 过 程 ,有 公式 

E[ X(t 二) — XO) | KX) =m|l=me (le ”), 
DTXC 二 5) 一 XC) | KO) 一 mr] 一 me “(ll—e”*), 
D[ X(t+s)— XO) | KC)=m| 
全 FE[ (X(t 二 se) — XC)) IXCs) =m| 
— {ELX(t+s)— XC) IX()=m]}, 
由 此 得 出 
E[ XG) — XO0)J]= >》 ELXCGD ~— XC0) | XCO0) = njP{X(0) = 7) 


n= 人 0 
一 Dne (1—e*)p(l op)™ 
n= 1 
一 ep(l—e*) > nm p)"™. 
n=] 


由 f(D = Dm = (Pr) 一 (一 ) = 1 


l—z (1— xz) 


~ 


dn 


E[ X(t) — X(0)]=p ee(l—e™*). 


El XC0)| = jnpll— p)™ 一 pp ， 


nn 二 1 
E[X())= pp [el —e*)+1|]=p eY, 
DEXCG) = EFXCG)]— {ELX() 1])’ 


到 
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ia 


un Cr(Ev)"1 er pew,. 


ln 


例 7 设 {X(t),tE1L0,o0)}) 是 一 个 纯 生 过 程 ,满足 > 二 = 


co ,转移 概率 矩阵 为 P(z) ,X= limP(t) ;证明 : 
(1) 各 ho 二 0, 则 


I 


Pt 


| 
1 
©O 


(2) 右 100, 则 r 一 0， 
证 〈1) 若 Mo 一 0, 有 
limpu lt) = lime 一 1 
limp;: (2) 一 lime 一 0，1i1 之 1; 
limp,; (1) = 0, 7 之 1 limp;; (2) = 0,]7< 之 i. 
当 和 这 1 时 ,有 
pii l(t) = en’| e hn 人 Ae “ds, 

放 limpiin (2) = 0， i 之 1. 
对 7 作 归 纳 法 , 设 limp,;-， (1) 二 0, j 一 1 六 i 宇 1, 对 j 一 1 疙 1 宇 1 和 
任意 s>0, 取 工 ,使 得 p;;_1(s) 过 e,s 宇 TT, 则 


pi (D= ew | ra pi nls) ds 
0 


了 
< ew] e7 Ai 六 ds 十 ee 六 ds， 
加 
limsupp; (1) 4X1e limsup| ew ds 


< te, j—1>i 之 1 
了 
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由 于 s 是 可 以 任意 小 的 正 数 ,所 以 
limpij(D) =0, jl1>i>1. 

归纳 法 完成 . 综合 以 上 结论 , 即 命题 得 证 . 

(2》 可 用 类 似 方法 证 得 ,请 读者 一 试 . 

例 8CM/M/S 排队 问题 ) 菜 货运 港 有 :个 装 印 船 台 ,在 时 刻 
t 到 | 达 的 货轮 数 N (1) 是 强度 为 X 的 泊 松 过 程 .到 达 时 和 若 有 空闲 船 
台 , 立 即 进行 装 伸 服务 ,否则 需 排 队 等 候 直 到 空 出 船 合 后 接 党 服 
务 . 设 每 条 船 的 服务 时 间 位 都 服从 负 指 数 分 布 , 即 
一 e7，L 之 0， 

0 t < 0， 

并 设 各 船 装 印 时 间 相 互 独立 , 且 与 N(t) 独 立 . 用 X(2) 表 示 时 刻 
t 进 港 的 货船 数 . 

(1) 证 明 {X(z),t 之 0} 是 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ; 

(2) 证 明 {(X(C 20} 是 一 个 生 灭 过 程 ; 

(3) 求 其 平稳 分 布 ; 

(4) 对 港口 的 装 印 进行 定量 分 析 . 

证 (1) 由 于 在 时 刻 t 港 内 的 货船 数 与 i 十 At 时 到 达 的 贷 船 
数 是 相互 独立 的 《因为 泊 松 分 布 的 独立 增 量 性 ) ,而 时 刻 t 正在 装 
印 的 货船 在 :十 At 时 是 否 结束 服务 也 与 该 船 在 时 刻 上 前 已 服务 时 
间 无 关 ( 因 为 负 指 数 分 布 的 无 记忆 性 ) ,所 以 X(t) 是 一 个 马尔 可 夫 
过 程 . 又 由 

P{X(t+ At) =i| X(t) = 7) 
~ P{N(A1) = 0,A(At) =0 | XC) = 


min(1, s) 


二 Pi U {NC(A1) = k,A(At) = &k | XG() 一人) 


P(T < i) = { 


min(t, s) - 
= P{N(At) = 0,， 0 (TT, > At | X(t) = i oA?)) 


{a 二 oA2) 二 1 一 QQ 二 ww)At 二 ol(At)， 1 革 $， 
ee FolAt) =1— A+i)At+o(A), i>s. 
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类 似 地 ,有 
PiXCG+A?)=i—1|X()=7) 

[ee YY)+o(At)=iyAt+o(At), 1<i<s, 
st 7 3 
P(XC 十 At) 一 z 十 1|1XGD =27) =AAt+o(At), 10. 

故 由 上 面 三 式 可 知 ,从 上 到 上 十 At 的 转移 概率 与 上 无 关 , 过程 是 齐 
次 马尔 可 夫 过 程 . 
(2) 由 于 
.1—p.,(At) A 十 4， 1 二 $$， 
A 十 gy， i> s， 


Ar->0 At 


. NW， 1 3， 
qiitl 二 A， 1 之 0， girl 一 I j ~ s， 
di 一 0，| 1 一 7 | 2， 
所 以 ,和 (DO 是 一 个 生 灭 过 程 . 
(3) 柯 尔 莫 襄 洛 夫 问 后 方程 为 
Pi;(t) =— Qt p;; Dapia; DA 0Zi<s, 
| 加 =— A+ gp D+ yp D+ DD i>s 


1 0 1 s， 
内 A; 一 人， | 
| | 4， 1 > s， 
依 公 式 可 得 
1/AY 
_ AoAl "Ap | 半 () ro， 0 过 ks 
bE NA ， 
1/AY 1 
KIRA2 AAA a SETo， ks. 


故 当 < 时 ,存在 平稳 分 布 .和 二 su 就 是 单位 时 间 内 到 达 港 口 的 
货船 平均 数 少 于 * 个 船 台 上 装 印 完 货物 的 平均 货船 数 . 这 时 
1l/AY A A 
所 入 时 1+ > 去 ) tye i ( ) | 
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将 m 代入 xi , 即 得 平稳 分 布 z 一 (ro yiyrz，…). 
(4) 讨 论 : 货 船 到 港元 需 等 待 的 概率 是 
ai 一 了 (zt 一直 一 10 十 十 十 区 1 
舌 等 竺 两 条 或 两 条 以 上 货船 装 印 完 的 概率 是 
az 一己 (zt 之 3 十 1 一 1 一 (ro 十 rr 十 … 十 T) 3; 


在 港口 内 排队 等 候 的 货船 平均 数 是 
Di 一 YA 


在 港口 内 轮船 的 平均 数 是 == Dr, 

取 定 几 个 yz 的 数值 得 一 数据 表 如 下 ， 
3 A 4 Q1 a? bi b2 
1 18 20 0. 0 81 8,. 1 9 
1 18 40 0. 55 10.2025| 0.37 | 0.818 
1l 9 20 0, 55 |10. 20251 0.37 | 0.818 
2 18 20 0.72 10, 12571 0. 23 |1. 1285 
2 18 10 O, 147 10. 7674| 0.7 9, 47 


例如 ,从 数据 表 可 知 , 若 4 相同 , 装 印 效率 提高 一 售 , 则 货船 无 需 等 
得 的 概率 可 由 0. 1 提高 到 0. 55; 而 等 得 的 货船 平均 数 从 8. 1 条 减 
少 到 0. 37 条 . 

例 9 设 {z(2),tE[L0,o0)} 是 一 个 有 线性 生殖 率 与 线性 死亡 
浴 的 生 灭 过 程 ,密度 算 阵 


一 Ao Ao 
AL 一 (人 十 AI) 人 1 
CO 一 ’ 


HK2 和 (4s 十 pz2) As 


日 A=nAy pny,n 之 1 ,4>0,u 之 0. 过 P(t) 一 《 卫 ; (t+) ,17 之 0) 是 
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转移 概率 矩阵 ,五 (一 (五 (1) ,i,j 宇 0) 而 Bij (二 2 PY (1) ,i 
n>0 
j 之 0. 证明 :P(z) = PC) ,并 求 出 lim Pz). 


证 因为 
oo " pn pe gh oO n ol _1 oo 1 a mr—» 
2 AAprl'An 2 El AA A 2 4 人 


k=1 n= 人 0 
则 ( 见 主 要 内 容 5)P(t) = 二 PQ). 
当 )o>0 时 ， 令 
mm 一 1 AoAl “Am Mo ， 
HIA2 "Hn ng 
二 2 pp A™! 
则 ,二 1 十 了) (各 ) 和 全 
246 2 人 )3 


=1 二 各 十 In(1 一 各) < A< 


> 0 一 一， + 一 人 . 


好 一 避 


多 》 _L = -。， 


则 依 和 定理 ,有 
LimP.,; (#) i 





-一 i 
0， 4 二 A 
当 和 二 0 时 ,有 
—— Hit2 “fk —— EE 
Y 1+ 也 i+ 2 (4 ) = ~ x>% 
于 是 ,由 定理 可 得 


_ ]，1 宇 0，]7 二 0 
limP;;(t) = x; = 和 l ’ 
iroo 0， 7 之 0， 7 之 1. 


第 四 市 ”马尔 可 夫 序 列 与 扩散 过 程 


主要 内 容 


一 、 马 尔 可 夫 序 列 
一 个 随机 变量 序列 X, , 若 对 任意 的 2 有 
Flxa | Xais Tes TXT1) = Fr, | x1), 

则 称 X, 为 马尔 可 夫 序 列 . 它 是 时 间 参 数 离散 ,状态 空间 连续 的 马 
尔 可 夫 过 程 . 

1. 在 马尔 可 夫 序 列 中 ,者 已 知 现在 , 则 将 来 与 过 去 相互 独 
立 , 印 

fx | Xx) = fxs | zx) fx | zx), n>r>s. 
2. 马尔 可 夫 序 列 的 转移 概率 密度 满足 方程 


fx | 并 ) =| Kx | zx,) fx, | rx)dr,, n>r > s. 


3. 如 果 一 个 n 维 回 量 随机 序列 {x(k) ,EN } 既 是 正 态 的 ,又 
是 马尔 可 夫 序 列 , 则 称 之 为 正 态 (高 斯 )- 马 尔 可 夫 序 列 . 其 正 态 性 
决定 了 它们 的 幅度 概率 分 布 , 而 马尔 可 夫 性 决定 了 序列 在 时 间 上 
的 传播 . 

设 高 斯 -马尔 可 夫 序 列 为 Xn 十 1) 二 AX(n) 十 W(n), 其 中 A 
为 常数 ,W(n) 为 正 态 白 噪声 ,其 均值 为 my 《n) ,方差 为 on). 车 
XX(n) 取 值 为 xz; , 则 转移 概率 为 f(zi41|z,), 它 也 是 正 态 的 . 

4. 正 态 - 马 尔 可 夫 过 程 的 数字 特征 . 

条 件 均 信 ELXCGnt+1)|z;] 二 Az; 十 my (7n)， 
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条 件 方 差 D[XCn 十 1)|zx,] 二 0%(n)， 

均 值 ELXC(n 十 1) =Am(n) Tmy(n), 

方 差 DIX 二 T1)|]=A’ox (nn)To% (n), 

协 方差 Cx (Cn,5)=E{LXC)—m Cn XO) —m, Cs) |)} 


= A” ‘0%(s). 
如 条 XX() 是 平稳 序列 , 则 
Cn,s) — Al™l og?. 
二 、 连 续 马 尔 可 夫 过 程 


状态 和 时 间 参 数 均 连 续 变 化 的 马尔 可 夫 过 程 称 为 连续 马尔 可 

夫 过 程 , 又 称 为 扩散 过 程 . 
1. 设 (XiDtE Ti 是 一 个 随机 过 程 , 在 对 每 个 和 工 中 的 

0 二 之 之 … 之 :有 
下 (zt | Tt Te 2s toys Ti) 一 下 (Tt | Taste1), 
则 称 (X(2D ,t€E TT) 是 连续 与 尔 可 夫 过 程 . 

上 式 也 可 用 概率 密度 函数 等 和 价 地 表示 为 
fr ts | zt) 一 fxn ts | 工 1 st 1). 

2. 连续 马尔 可 夫 过 程 的 统计 特性 完全 由 其 一 价 、 二 阶 分 布 函 
数 决定 : 


了 Zi st1 ;TX2 zt 


7 一 上 
一 广 (Czi 三 ) | fer yt | Th ti) 
k=] 


1 a 
一 Mi (Ts st ; .1 0 | Ir (XE | 
上 一 ] 二 2 


3. 连续 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 是 
Pi{s,rx;t,A} = PIXG) EE A| XC()= xr, st Ee T,s<i. 
其 中 A 为 状态 空间 了 的 一 个 子 集 . 当 4 三 (一 ce,y) 时 ,有 
Pi{s,zx;t,(— 00,y)} = PIX(1) < y| XC(s) = zx}. 
一 般 地 ,将 Pszit (一 coyy)) 记 为 
Fls,rytyy)=Ft,y|s, rx)—= P(X() < y|X(s)=7r)}, 
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称 为 连续 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 分 布 . 
奉 Fl(s,X;t，y) 关 于 VY 的 导数 存在 , 则 


f lssr;tyy) — 了 (ty ss，X) 一 FF sss) 
称 为 连续 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 密度 . 有 
FGssz3t,9) = flss zst tw) du 


-上 ~ 


若 Fls,zx;t,y) 一 (一 Soy) = Flr;yx,Yy), 
则 称 过 程 为 充 次 的 连续 马尔 可 夫 过 程 . 

4. 设 (XCD ,t20} 的 转移 概率 分 布 函数 是 F(s,z;1,y) ,由 连续 
性 知 , 当 At 很 小 时 . XGA 一 X(C0D 也 很 小 . 即 ,对 任意 S>0, 有 
limP{| XC 十 Ai 一 以 (四 I>6| XG) =7r}=0 


或 lim | f (t,x;t Atyy)dy = 0. 
Nl 


一 般 加 强 条 件 , 即 对 任意 S>0,At>>0, 要 求 


l 
iim | fbxitt A ydy 
| 一 工 | 六 
lim 小 | f(t— Ai,x;t,y)dy 一 0， (人 
Ar At 
| y 一 站 | 之 全 
和 | , 
Lim A (y— x) f(t Tt At, yy) dy 
[yz i < 
. 1] 
= lim 六 (y— zfy(t— At,r;t, ydy = ali,z), © 


[yr |< 


lim 二 | Cy — 2 ftstt Atr ydy 


工人 


一 im | (y— x) fy(t— Atz;t,y)dy = b(t,7), 


nk 3 


(3) 
满足 式 Q@ ,名 ,的 马尔 可 堪 过 程 是 扩散 过 程 . 其 中 
flt,zx;ttAt,y)dy=d F(t, rx;tiAt, y). alt,r) 
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称 为 偏 移 系 数 ,b(i,z) 称 为 扩散 系数 , 均 不 依赖 于 6. 
5, C-K 方程 


f(z, s 世 ， | T, st,) =| fxn sy | Try) fx t, X, ,1,) dx, 
tn > 二. 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


关于 马尔 可 夫 序 列 与 连续 马尔 可 夫 过 程 的 理论 及 公式 都 比较 
复 末 . 这 里 只 通过 几 个 比较 简单 的 例题 作 和 初步 的 介绍 ,需要 进一步 
了 解 的 读者 请 阅读 更 专业 的 书籍 . 

例 1 设 Xi,XX;,…,X,,… 是 独立 随机 变量 序列 ,概率 密度 孙 
数 f(z) 二 f(z), 夺 令 

Yi 二 Ai 二 二 和 十 人 十 … 十 六,， 
证 明 :Y,Yz,…,Y,,"… 是 马尔 可 夫 序 列 . 

证 因为 

f(y1y2) = fy, (y2 | Y1 = yD fy (y1),， 
义 申 已 知 条 件 得 
fy (91) = fx 9%) = f(y), 
fy, (yz | Yi TY) fx rx, (yz |X1=y1) 


= fx (A2— yz YI z= ) = fx (yz CO—Y1) 


= f2 (yy1), | 
故 fy Ys) -一 fy) fya 一 分)， 


f (yi yy2 39" 9 Yn) = 有 i Cy1) fo yo Cy f(y Ya-1), 
A 
而 f(y | ya 1 Yn-29" VD) 一 (yi 22 Bd ) 


f(y 有 
于 是 知 , f(y | yi 9 yn 一 2 … ,1) 与 yn 一 29 “9 了] 无 关 , 所 以 {Y, ?是 
一 个 马尔 可 夫 序 列 . 
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例 2 已 知 一 个 独立 随机 变量 序列 Xi ,XX ,…,X,,…, 有 
fx (x)= f(z). : 
今 六 一 Xi Ya 一 XI 十 Xe 一 XI 十 X 十 … 十 X，， 
知 ELX,j] 二 0,X, 与 了 -1 独立 ,证 明 : 
FlY, | YY，，，… Yi 一 站 1. 
证 由 例 1 知 ,(Y,) 是 一 个 马尔 可 夫 序 列 
ElY., ] Yl ,了 | 


| | yf Vr-l ? Yn? V1) dy 
本 | yf by, | yw iD)dy， 一 ElY, ] Yi. 


nt 并 一 ] 
又 因为 Y= > Xi 一 X 十 >》)Xi 一 X 十 Y i. 
i 一 1] ;一 1 
故 天 | Y， 1Y 1 |=ELX, 十 六 1 |Y ,1 
=E|X, |Y,1 j++ ElY —1 IY _1 |=E[Y,i |Y. _1 | 
设 和 是 任 一 随机 变量 ,g(z) 是 一 已 知 函 数 , 由 条 件数 学 期 望 
的 定义 ;有 
E[gCX) | z]=—| g(x)plglz) | zdz， 
所 以 Pig(x) | X=zx}=1,P{lg(rx) | Xzx} = 0, 
故 EL[eg(z) | 可 一 | g()8(X— zx)dr = g(X). 
在 令 关 二 Y-1,8(X) 二 Yi; 则 有 ELY,-11Y,-1j 二 Yi ,从 而 证 得 
ElY., | Yl 了 | -一 Yi. 
例 3 证 明 C-K 方程 , 即 证 明 ; 对 于 二 过 ts 过 ts, 马尔 可 夫 过 程 
X(bt 的 转移 概率 满足 
Px,ix, (zs |X1) = | Pxix 《zs | zz) Px yx, (x2 | Xx1) dz2. 
证 由 马尔 可 夫 性 ,有 
P(x 9 -之 2 1) 一 三 X Ix, ,x, (Xa | 过， 1) 二 X jx, (sy | zi) Px (人 1 ) 
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= Px, ,x, |x, (Xs 9 2 [zi )Px, (x1) 9 
故 Px, ,xx Cxa ,x2 | x1) 


z = Px, 1x,,X (zs | 2 ) 71) Px, ix, (Xs [zi1)， 


于 古书 x ix (zs | Zz1) =| Px, ,x, Ix, (zs ,zz | x1) dx 


=| Px (Xz3 | Zz2) Px, Ix, (x2 X1) dx， ， 


即 知 C-K 方程 成 立 . 
例 4 给 定 一 个 随机 过 程 X() 及 时 刻 志 二 ty. 若 对 任意 时 刻 : 
过 ti1 X(bD 都 与 X() 一 XG) 相 互 独立 ,证 明 :X(b 是 一 马尔 可 夫 
过 程 . 
证 记 
Xo = 二 XX(1) ,KX 一 和 (ti) NA 一 人 (it ) ,六 二 (Xo ,次 , 改 ?) ; 
Yo= Xo, Y= X,Y =X,— Xi,Y= (Yo ,Y ,YY,)T, 


则 JI=1 芝 1=1， 


Px(xo 》- 妃 ] ,Tz ) 一 Py( yo » VY1 9 Y2) | J | 一 Py (yo » V1 V2 ) 


-一 Py (xo yy — Xl) -一 有 P(zoyZi)P(Cz， 一 1)， 


— Px(zs ,x ,x0) 
改 FrxCzlzyzo) 一 一 Pr 


PCGziyzo)PGzz 一 ZI1) 加 
加 PlZz1,xo) Flr zy). 


显然 上 式 与 Xo 无 关 , 所 以 XC(2) 是 马尔 可 夫 过 程 . 

例 5 实 值 随机 过 程 {(X() ,tE 人) 满足 : 

1) 具有 独立 增 量 , 即 对 任意 过 i 过 … 过 tn 之 2,t; ET), 各 
增 量 X(t ) 一 (ft) X(t ) 一 X(t ),…, 久 (t,) 一 革 (z,_1) 相 互 
独 辽 ; 

2) X(#) 一 X(s) 服 从 N(0,0? 1 一 s|) 分 布 , 则 称 为 维 纳 - 爱 因 
斯 垢 (Wiener-Einstein) 过 程 . 证 明 :XX(t) 是 扩散 过 程 . 

证 设 X(0) 二 0, 由 增 量 的 独立 性 和 XX(s) = 二 ss 知 , 六 (2) 一 
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X(S) 一 和 (办 一 5 与 一 切 六 (ww) 一 XX(w) 一 (0) (0 委 v 委 5 玫 纪 独立 ， 
故 确定 Xi 是 马尔 可 夫 过 程 . 并 且 
Fls,x;tsy) 一 PXI Sy | X(s) = x} 
~P{X(t) — XC(s) 过 一 工 | XC()— XO0)S= Zr} 
YY —X(s) 委 yy 一 工 / 


__ 一 一 [2 (一 0)] dy 
gv 二 一 $) 一 

_ | (ee) /L207 (1—3) ] dz , 
JIV LT 一 3) -~ 


这 时 , 主要 内 容 二 第 4 点 中 的 式 Q9, 包 ,如 分 别 成 为 
lim ~ | flt,x; 1 十 Atyy)dy 














Ai 
13 一 了 | 
. ] 1 2 
= ]im 一 | =- ae (Cy—zx) /2 sldy 
M0 A ya OV LAA 
< lim - Cy— Zz) 1 ED /2 a dy 
和 A [yri>6 ov nAt 
: ] 入 上 L 一 (一 z < /[20 Ar] d 
A RE ” 
一 一 l 4 2 一 一 
lim ES da (AL) 
lim | Omz) oe /dy= 0, 
~ A ,lc ov LnAt 
. ] ] 2 ,-» 2 
人 At 4 2nAt 
. 1 {” 1 2 ,ry 2 
-= } | — 2 2g Nj — 2 
im A yz) J TRE dy 一 5 


看 到 al(t,T) 二 0， blt, x) 一 弛 ,所 以 X(t) 满 足 二 个 条 件 ,是 扩散 


例 6 若 信 和 号 模型 X(t) 二 aX(t) 十 BW(z) 的 时 间 参 参数 是 连续 
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区 化 的 , 克 (0) 为 日 色 高 斯 过 程 . 其 均值 和 协 方差 分 别 为 
mw 了) 一 El Wz) 1, 
Cw 2,5) = E{[WCS) — mw C3) WG) — mw (Ct)]) 
= oh (1)6(t CO— s). 
(X(t) ,tET) 是 连续 高 斯 -马尔 可 夫 过 程 . 证 明 : 
(Dmx(t)=amx (2) pmw (i); 
(2) 若 令 Vx(2) 二 (2), 则 Vx(2)=2aVx (DD) 十 BPo% (2). 
证 (1 对 XX()=aX() 十 8W(z) 两 式 取 期 望 ,得 
E[X(2)] = oaE[LX(CD] 十 更 [WCGD]， 


即 mxtt) 一 omx(t) Bnwtt). 
(2) 因 为 Vx(2) 二 六 (2) 二 天 {LXGQ) 一 mx (zf) 下 ) ,对 等 式 两 边 
微分 ,得 


Vx (2) 一 2ELX(CD — mx (2t) EX) — mx (t)] 
=2E[ X(t) — mx(t)) 
。 [aX (1) — onwtt) BW) — Bmw(t)] 
—2aVx(t) 十 28E[LX) (WC)]. 
式 中 其 (2) 二 站 (一 mx (2 ,Wi() 二 W (1) 一 mw (7?). 依 定义 得 


KO) = rd KG tA ev Wds 
将 信 ) (+) 与 W1(C2) 代 入 ,有 
KD) = IK) tA eI Ws)ds 
于 是 El X, (1) Wi (2) | 


— eo) EL X(to Wi (1) | +a| a ”Wt(s)ds. 
to 


因为 X(to) 与 WG) 不 相关 , 故 等 式 右边 第 一 项 为 零 , 第 二 项 为 
| ex) ETW CW C5) ds 
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=| 。 “MD (s(t — s)ds = 志 hD)， 
所 以 E[ Xi (Wi(t) | 一 3Pob Ct). 


代 回 即 得 Vx(t) = 2aVx (1) + Fob 2). 

文中 “ 依 定义 得 ”名 指 对 六 (4) 二 aX (i) 十 8W(1) 求 微分 方程 
的 解 . 

例 7( 有 具有 偏 移 的 布朗 运动 ) 设 齐 次 扩散 过 程 的 偏 移 系数 与 
扩散 系数 均 为 常数 ,a(z) 一 5(Cz) 一 吧 盖 0, 求 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 
的 解 和 转移 概率 密度 函数 . 

解 ” 柯 尔 莫 玉 洛 夫 向 前 方程 为 


9f __ ,af 1 .90f 
jay 2 gv? 


limfGxsy) = 0, lim ft x,y) = 0， 
yroo Treo 0Y 
用 特征 函数 ( 即 傅 里 叶 变 换 ) 解 方程 , 令 
pl\t, rx,0) 一 | ef(t,r,y)dy, 上 > 0， 
Pp(0,x,0) 一 ew. 


p(0,z,0) 一 ez 即 为 单 点 (退化 ) 分 布 的 特征 函数 . 由 pg(z,x, 候 是 1 
的 连续 函数 和 边界 条 件 ,得 


| ei 了 dy =—j9| er fdy =—j0¢p(t,7x,0), 


| 日 Sfdy 一 (一 ]0) | e2 dy =~—0 vt,7x,0. 


疝 前 方程 转化 为 阶 线性 党 微分 方程 


9 . go 


结合 pg(0,X, 外 二 ef 可 以 求 得 微分 方程 的 解 
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2 
pt,X,0) = exp| jx0 二 jntl 一 呆 | 
恰 为 正 态 分 布 NC(z 十 wt,ot) 的 特征 清 数 . 故 





, 1 —(y— ZX— ut) 
ts， -一 。 
ty) - exp| D727 | 


厂 关 二 {X(t),t 之 0) 是 标准 布朗 运动 , 则 Y= 二 {Yi 二 oX(#) 十 
Ait 之 0)} 为 马尔 可 夫 过 程 , 上 式 即 为 转移 概率 密度 函数 . 向 前 方程 
的 解 称 为 有 偏 移 的 布朗 运动 . 这 时 ,马尔 可 夫 过 程 可 以 看 做 下 列 随 
机 微分 方程 的 解 : 

| dY (1) = ydi + odX(?), 
Y(0) = y， 
其 中 为 常数 ,X 为 标准 布朗 运动 ,y 是 起 点 . 

例 8 设 {X(),tE[0,o0)) 的 转移 函数 是 


Pls,Xx;t,Yy) 
— 2 2 
| (5) 9 oh 
会 SgvV2x(i 一 s)” 
I, (Xx), SS 一 了 ， 


证 明 :此 马尔 可 夫 过 程 是 扩散 过 程 , 并 求 出 偏 移 系 数 ai,z) 和 扩 
散 系 数 pt， 工 )， 

证 因为 

过 Cz 一 tazit 二 Aty)dy 
] 1” 1 
一 一 | (xz 一 y)4 

| 


TA 


于 是 对 圈定 的 6 及 i 一 0,1,2, 有 


2 2 





(XT— yf t,x;tt At,y)dy 


1y 一 工 | 他 


1 Ty 
< | zflrstt Azr,y)dy 一 E30 (AD’, 
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alt, Xx) 一 lim 二 | (y— zx) ft, rt At, y)dy 
At-e0 At 


{yx | 6 


jimi (yy 一 ZJ t,x;t At,y)dy 一 0， 
Ar>0 AtJ 一 


PCL 工 ) -lim 二 | (y— x) flt, rx;t At,y)dy 
Ac0 At 


[yr 1<o 
=-lim 过 | (一 zz fxst+ Ats ydy = o. 
MA-—r0 At 一 


所 以 ,扩散 过 程 的 三 个 条 件 都 满足 ,此 马尔 可 夫 过 程 是 扩散 过 程 ， 
且 偏 移 系 数 al(t,x) 二 0, 扩 散 系 数 b(t,x) 二 

例 9 当 偏 移 系 数 a(i,y) 三 0, 扩 散 系 数 b(zx,y) 寺 1 时 , 求 由 
向 前 方程 与 边界 条 件 


Ff lt; y) 一 5 ay 2 f(x3y) 
f(t,x;y) — 0,， Ff C739) —>0(| vy|— oo0) 


所 决定 的 随机 过 程 的 密度 函数 . 
解 ” 今 pg(1,0;x) 二 | ef lt,z;y)dy, 则 


oy 9f — a0y 





”一 il ef(t,r; ydy 
=]09(t,0;7),， 

oo 2 

| © 5d =— 0 g(t,0;7). 


对 字 一 22f 坟 了 拉 关 拉 白 近 ,并 利 用 上 式 可 和 


dp _ 1 
oat 20 9， 
即 有 p(t,0;7) 一 aexp [一 入 
0O， yy》 一 工 ， 
(0,z3y) = 6(y— ) = | 
7/ > “ 0， Vy 下 工 ， 
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则 | pO0,0;X) = | eHd(y— zx)dy 一 ec， 


从 而 p(t,0;X) = exp {去 (iO: — Ft) | , 
所 以 ftsx;y) = (nt) Vexp(— | 
即 为 所 求 随 机 过 程 的 密度 果 数 . 


例 10 设 {XX(2),tE[0,20)} 是 齐 次 扩散 过 程 ,X(0) 寺 zo 一 0， 
日 PO,zxo;7x)=1—P(t,— xo;7). 今 丁 二 min(t: 处 (1) 过 0) ,证 明 ，; 


(1) P(t,xo;0)= | sgGvz ;0) P(t— s,0;0)ds,， 


其 中 Gt ,zo0;0) 人 全 PCT ;gs, 70;0)= dG (ss, 7o;0); 
(2) G(t,zxo0;0)=2P(t,Zxo;0). 
证 (1) 因 为 

Plt,zo;0) =P(XG) 0 XO) = xo) 


一 | gCs,z0;0) P(X 0| XO = ro,T= ds, 


而 PCXCD<A0OIXCO) 一 Zoo 了 工 一 5) 
加 (ee ， 5 芯 t， 
0， 3 > 
故 Ptzi0) 一 | gCssz030) P(t —s,0;0)ds 


《2) 由 PK zoliz) 一 1 一 了 (一 Zo3 一 了 工 ) 
得 Pit;,0;0) 王 1/2, 代 入 题 (1) 的 结果 即 得 


Pd xo;0) = FG(t,7010). 


175 


第 五 章 ”随机 分 析 与 随机 微分 方程 


第 一 刻 ” 二 阶 符 过 程 污 均 方 极限 


主要 内 容 


一 ,二 阶 答 过 程 
1. 如 果 随 机 过 程 {XX(7) ,:E 人 对 任意 :ET, 有 
m(t) = EL[LXOQ) <, DOGO) = E([XCQ) ~— mT} < 0, 
则 该 过 程 称 为 二 阶 矩 过 程 . 
为 集 便 起 多 , 设 二 阶 算 过 程 是 复 二 阶 窍 过 程 , 且 其 论 值 为 零 . 
2. 二 阶 答 过 程 的 协 方 差 畏 数 总 存在 , 且 
CovCX(11) ,X02)) = E{E[XCG,) — mle,) 1K) — me,) 1]}, 
由 此 得 出 其 相关 函数 也 总 存在 . 
3. 二 阶 和 矩 过 程 的 相关 函数 具有 王 列 性 质 : 
(1) 设 (ET 是 二 阶 算 过 程 , 则 相关 函数 
Rx (t,t1) = Rx (lt ,ts); 
在 X(Cbi 是 实 二 阶 矩 过 程 , 则 Rx (ti ,ts) 二 Rx(ts ,ti1), 妈 相关 函数 是 
对 称 的 . 
(2) 二 阶 矩 过 程 的 相关 函数 Rx Ga 2) 基 有 非 负 定性 , 即 对 于 
任意 有 限 个 并 和 7 个 复数 1 有 
> Ry tt AA, 0 


其 中 交 为 任意 正 整数 . 其 矩阵 形式 为 
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性 ) Kxltists) 2° Kx (hi,t,) A 


Ry(t, ,£1) Ky(t, ,£, ) ”“"" Ryli, ,zt ) )， 


(Ai 人 2 9*"* A, ) , 之 0. 


Ry(t ot) Rxlt sts) 77 Rot st, ) UA, 

4. 概率 空间 (CQ,9,P) 上 具有 二 除 托 的 随机 变量 称 为 二 阶 矩 随 
机 变量 (也 称 二 阶 和 矩 变 量 ) ,其 全 体 记 为 H. 

如 是 C( 或 R) 上 的 线性 空间 . 

二 、 均 方 极限 

1. 夺 对 二 阶 短 随 机 序列 {X,(e)} ,有 使 

limX, (e) = X(e) 
成 立 的 e 的 集合 的 概率 为 1, 即 
Pile:limX,(e) 一 X(e)}= 1,， 
称 二 阶 甜 随 机 序列 {X,《(e)}) 以 概率 1 收 钱 于 X(e) ,或 称 (X, (e)} 
几乎 处 处 收敛 于 X(e) , 记 为 X, 一 >X. 
limP{| X,(e) — X(e) | 之 e} = 0, 
则 称 二 阶 矩 随机 序列 {X, (e)}) 依 概率 收 钙 于 二 阶 矩 随机 变量 
X(e) , 记 为 XX xX. 
3. 在 有 二 阶 和 抢 随 机 序列 4X 和 二 阶 矩 随机 变量 X, 使 得 
limEf | X 一 X | =0， 

则 称 (X 均 方 收 伍 于 和 ,或 称 序 列 {(X,) 的 均 方 极限 为 X, 记 为 

LimX 一 X 或 X 一 >X. 

4. 设 有 二 阶 矩 随机 序列 {X,},(Y,),(Z,) ,六 ,Y,Z,U 为 二 阶 
算 随 机 变量 ,(C, ) 为 常数 序列 ,a,p,c 为 常数 ,日 1 i. m X, 二 XX， 
l. i.m Y,=Y,l.i.m 2Z,=Z,limC,=C, 则 有 . 

(1) 1l.i.m C= lmCG=—0; (2) 1 nm U=U, 
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(3) Lim (CU)=CU; (4) Li. raX 十 bY ) 一 aX 十 DY; 

(5) limEL X, |=ELXJ=ELL. i. m X, |; 

(6) limELX,Y, J=ELXY]=ELl. i. m X,) (l,i.m Y,)|, 
特别 地 ,有 limE[|X,1"] 二 EL|X|*]==ELlLim X,1]; 

(7) limE[LX,Y, J=ELXY] (可 作为 (6) 的 特例 ). 

5. 均 方 极限 是 唯一 的 . 

6. 设 有 二 阶 矩 随机 序列 (X,} 和 二 阶 矩 随机 变量 X, 则 (XX, ) 均 
方 收敛 于 X 的 充 要 条 件 是 

,lim 五 [| X， 一 X | |=0, 
该 条 件 称 为 柯 西 ( Cauchy) 准则 . 
7. 设 有 二 阶 矩 随机 序列 {X, 和 二 阶 矩 随机 变量 X, 则 (X,} 均 
方 收敛 于 X 的 充 要 条 件 是 
im ELX.X,j 二 C 《常数 )， 
RY oeéve) 准 则 . 
8. 设 有 二 阶 矩 随机 序列 {X,} 和 二 阶 和 矩 随机 变量 X, 且 
.im X, 一 X. 又 设 1(u) 是 一 个 确定 性 函数 ， 日 满足 李 普 希 效 
(Lipschtz) 条 件 , 即 
[ta 一 to) | 有 委 Mi 一 习 |， 
其 中 M 为 某 常 数 . 若 {2X,)) 和 大 X) 均 为 二 阶 矩 随机 变量 , 则 有 
]. 1.m i(X,) = 1(X). 

设 1.1m XX, 二 六 , 则 对 任意 有 限 的 1, 有 1i. mexpGX,) 二 
exp(jtX). 即 阁 (XX, } 均 方 收 全 于 XX, 则 XX, 的 特征 藤 数 收敛 于 X 的 
特征 轴 数 ,从 而 X, 的 分 布 函数 收敛 于 XX 的 分 布 函 数 . 


疑难 解析 
1. 怎样 理解 二 阶 矩 过 程 {X(b ,t€ 全 的 协 方差 函数 的 性 质 ? 


答 ”在 一 些 教材 中 ,有 的 是 讨论 X(4) 的 相关 函数 Rx (zt , 坟 ) 的 
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性 质 . 有 的 是 讨论 XGOD 的 协 方差 图 数 Cy (4, ,ts ) 的 性 质 ,其 实 两 者 是 
一 样 的 . 因为 ,对 于 二 阶 和 矩 过 程 ,有 
Fit) 一 Cr 一 1 十 三 加， 站 ET. 
协 方 差 力 数 有 以 下 两 个 性 质 : 
(1) 埃 泵 米 特性 , 即 对 和 任意 1,sET, 总 有 
Cx(sst) = Cx(lt,s); 

(2) 非 负 定 性 , 即 对 任意 正 整数 nn, 任意 的 二 ,ts，…,it, 和 和 任意 

的 复 值 消 数 Q(z) ,i:ET, 有 





> SC ,t,) Qt) Q(z,) > 0. 
k=1 j 一 ] 

非 负 和 定性 成 立 , 可 以 保证 挨 尔 米 特 性 成 立 ,因而 协 方差 苹 数 最 
本 质 的 特性 就 是 非 负 定性 . 

二 阶 和 矩 存在 定理 更 指出 :在 TX 全 上 给 定 一 个 二 元 隔 数 
正 态 过 程 ) (X(t) ,it ET), 使 得 Cx (s,z) 恰 是 其 协 方 差 函 数 . 当 
Cx(s, 芭 是 实 了 图 数 时 ,相应 的 随机 过 程 也 是 实 随机 过 程 . 

2. 为 什么 对 二 阶 矩 随机 序列 (Xic 全 和 二 阶 矩 随机 变量 
X ,名 [imxX, 一 和 X, 则 

limFElX |= Elli.m X,|= E(X)? 
答 ” 该 问题 可 以 转化 为 :为 什么 取 平 均 与 到 极限 可 交换 次 序 ? 
因为 ,对 题 设 的 XX, 和 XX, 有 
| E[X, |—E{X||=| E[X(n)—X||<E|XN)—X|. 
由 施 瓦 兹 不 等 式 , 得 
| E[ X01) — ElIX||<E| XN)—X|| 
VY E!{ | AXA(n) 一 太 上， 
故 lim | E[ X00) 1 — EX] limvE[| Xn)—X|I |=0, 
即 limELX,) = E[X|= EIli.m Xn)|. 
但 应 注意 的 是 , 先 取 极限 是 指 取 均 方 极限 . 
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方法 、 近 五 与 典型 例题 分 析 


在 第 一 章 第 四 节 中 已 讨论 过 关于 二 阶 矩 过 程 的 例题 . 事实 上 ， 
正 态 随 机 过 程 , 平 稳 过 程 ( 宽 平稳 过 程 ) 和 正 交 增 量 过 程 都 是 二 阶 
和 矩 过 程 , 所 以 ,我 们 将 有 些 问 题 放 到 有 关 章 节 去 讨论 . 下面 来 讨论 
二 阶 矩 随机 施 列 的 极限 . 

例 1 设 有 一 个 二 阶 矩 随机 序列 {4X(D ),X(Cz 的 相关 函数 为 
Rx (ma zz) 一 下 LX(Cam )X(Cz)]. 若 有 序列 {ao}，2 一 1,2,…… 并 定义 


Y(n)= 2 ooX , 问 : 在 什么 条 件 下 ,Y(z) 是 均 方 收 伍 序列 ? 
解 EfYn) Y(m)] 


= E[ > Ds aaiX RX) | 
~ YS agELX() XD] — > > oz RxCk,i). 


二 1] :一 ] 


依 洛 弗 准则 ,如 果 {Y } 均 方 收 化 ,应 有 
limE[Y(n) YC] 一 C (常数 ) ， 
即 应 有 》 yzrR ED 一 < (常数 )， 


= 二] ;一 1 


也 就 是 级 数 > DY aa Rx i) 应 收敛. 
例 2 设 {X ,是 一 随机 变量 序列 ， X 是 随机 变量 . 在 Ye>>0， 
当 n 一 oo 时 ,X, 满足 
Pt{| 入 一 从 | 人 > e} — 0， 


则 称 X, 依 概 率 收敛 于 X. 证 明 : 若 Lim X, 二 X, 则 X, 一 >X. 
证 着 上 Lim XX 二 XX, 则 limE[L1X, 一 X| 一 0, 由 契 比 雪夫 不 
等 式 
P{(| X,—X|>e {EL|X,.—X| he 
180 


可 知 , 当 n>co 时 ,EL[L1X, 一 X| 0, 则 Vse>0, 必 有 卫 (|1X, 一 X | 
>e} 一 0. 所 以 , 若 X, 均 方 收敛 于 X , 则 必 依 概率 收敛 于 X. 

例 3 证 明 均 方 极 限 的 唯一 性 . 

证 设 {X(n)}) 是 二 阶 矩 随机 序列 ,X,Y 是 二 阶 矩 变量 , 且 
limX(n) 二 X, limX(n) 二 Y. 因为 

E([X(n) —Y]LX(n) —Y]} 

= E[X(n) Xn) ~— ELY Xn) 一 ELXCODOY 十 ELYY7]， 
对 上 式 两 边 取 极限 n 一 一 ,左边 用 Xn) 一 XX 代入 ,右边 用 XC(n) 一 
Y 代入 , 则 左边 为 


E{[X(n) —Y]1[X(n)—Y] 
= E[L| X—Y|j, 
右边 为 
E[X(Cn)]—Xn)— EY Xn)]— ELX(n)Y]+ ELYY) 
——FEFlYY—EYY|I—E[lYY -ElYY|=0, 
所 以 FL|X—Y|’]=0, 
即 多 王 YY, 故 均 方 极限 是 唯一 的 . 

例 4 设 有 二 阶 矩 随机 序列 {X(z)y 和 二 阶 矩 变量 X, Fo 是 
普通 消 数 , 且 满 足 李 普 希 效 条 件 :|f(w) 一 fv)| 志 Miu 一 v|, 其 中 
M 是 一 正常 数 , 证 明 : 

.i. mf(X,) = f(X). 
特别 地 ,X(z) 的 特征 函数 等 于 X 的 特征 函数 . 
证 ”由 李 普 大 北条 件 , 有 
| fC(X,) — ff 6X) 二 ME | XGOD--X |2， 
于 是 EECX 一 FOX 入 MELIXCOOD 一 X| |]. 


HY OO 








FE[(X—Y) (XY)]) 


因 六 limE[ |X(n)—X|’ |=0, 
故 limE[|f(X,)—f(X)| 一 0， 
BD | i. m f(X,)=X,. 
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若 取 8 一 e ,因为 对 有 限 的 二 总 有 
| ff (00 1=|1jte™|<li|, 


所 以 | fl — fwW 1) uv|, 
即 1 im er 一 电导 
于 是 limEfe*™ |]=E[fe® |], 


即 X(z) 的 特征 臣 数 收 伍 于 X 的 特征 函数 . 
例 3 设 1 了， ? … 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , ELY, |=, 


DfY,]=0. 令 多 (n) = ~ DY. ,证 明 : 
i 一 ] 
|. 1i.m AX, = 从. 
证 因为 
EL XC(n) 一 w |] 


2 一 
-a 


= “EL| Y; —p |’], 


故 limE[IX(m) —pl’]=limEL|Y,—pl’]=0, 
所 以 |. i. m 人 入， 一 
此 例 又 称 为 均 方 极限 下 的 大 数 定律 . 


例 6 设 和 "一 (Xi ,XW ,… ,Xl"”) 是 上 维 实 正 态 随 机 变量 ， 
如 果 于" 均 方 收 仿 于 于 一 (XXX 即 对 每 一 个 交 有 
lml im XP = X, 1<i<h, 
则 兰 也 是 正 态 随机 变量 . 
证 将 瑟 ”, 天 的 均值 与 协 方差 阵 分 别 记 为 
ww ~— ETX] 一 Cu ,a ys ) 工 ， 
到 一 ElIX|= Cp yz 9 °° ,A ) ， 
Pen 一 E{[X™ 一 HL JX — ]) (a ) ， 
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B= E(LX—ul[X—pgl } = (0,), 
其 中 (cf ) 9 (as ) 分 别 表示 以 G Os; (1,7 二 1， 2 ， ~" ,Ek) 为 元 素 的 矩 
阵 ,而 显然 有 
limps”™ 一 y， 1 达 1 上 ， 
limoey” = cv ， 1 过 71,7 世上. 
若 用 gp,《(Y) 和 glv) 分 别 表示 和 ”和 闫 的 特征 函数 , 则 必 有 
pV) — exp (jv ip™ 一 三 TB™v). 
两 边 对 n 取 极 限 , 得 


lime, (vy) = exp (jv limv'” 一 BB - limB™») 


一 exp (jv'p 一 sp Br). 
为 一 方面 ,应 有 limg,《v) 二 glv) ,所 以 


p(yv) 一 exp (jv 一 子 "By ). 


于 是 ,由 特征 函数 的 唯一 性 定理 知 ,于 必 是 正 态 随机 变量 . 


第 二 万 ”随机 过 程 的 均 方 连续 与 均 方 导数 


主要 内 容 


一 、 随 机 过 程 的 均 方 连续 
1. 设 {XC(2),tET} 是 二 阶 和 矩 过 程 , 若 对 某 确定 的 :ET 有 
Lim X(tTh)= X(t), t,t+hET, 
则 称 二 阶 矩 过 程 (X(t) ,tET} 在 t 处 连续 .和 铬 (XO),tET} 在 工 中 
每 一 个 上 处 都 均 方 连续 , 则 称 二 阶 和 矩 过 程 在 全 上 均 方 连续 . 
2. 二 阶 和 矩 过 程 {XCDytiE TY 在 :处 均 方 连续 的 充 要 条 件 是 : 协 
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方差 图 数 Cx(s, 引 在 (t,?) 处 连续 , 

有 些 教材 中 也 写成 :相关 孙 数 Rx(s,) 在 (t, 思 处 连续 . 

若 Cx C3; 让 (或 RyG3,1)) 在 (1t, 直 处 连 统 , 则 XG) 在 1:ET,sE 
TT 上 均 方 连续 . 

3. 若 二 阶 矩 过 程 {X(Co ,1ET} 是 均 方 连续 的 , 则 

limELX(z+h) | = ELX(2)], 

即 在 均 方 连续 的 条 件 下 , 取 平 均 与 取 极 限 ( 均 方 极限 ) 是 可 以 交换 
顺序 的 . 

4. 若 (XiET) 是 宽 平 稳 过 程 , 则 以 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1) {(XCDEE T 均 方 连续 ; 

(2) (XiET) 在 :一 0 处 均 方 连续 ; 

(3) 相关 函数 Rx (rt) (或 协 方差 范 数 Cx(r) 在 一 cco<r<coc 圭 
连 绥 ; 

(4) 相关 函数 RRx(Cr)( 或 协 方差 函数 Cx (中) 在 r= 二 0 连续 . 

二 、 随 机 过 程 的 均 方 导数 

1. 设 {XL(),tET} 是 二 阶 矩 过 程 ,对 于 确定 的 tET, 硅 存在 随 
机 过 程 {X (71) ,tET) ,使 得 
XC + hy XC) an - 4， 
则 称 {X(2) ,iET) 在 t 处 均 方 可 微 ,XX (2) 为 {X(z),tET) 在 11 处 的 
均 方 导数 . 均 方 导数 是 唯一 的 . 

在 (XGOtE 人 在 工 上 每 个 上 处 都 有 导数 , 则 称 (XCGDiE 厂 在 
本 上 均 方 可 微 , 车 {X GD:iE 人 在 上 处 均 方 可 微 , 则 记 为 X (CD , 称 为 
XQ 的 二 阶 均 方 导数 . 类似 可 定义 了 次 均 方 可 微 , 记 为 X” (C2). 

2. 设 ss 六 是 普通 二 元 函数 ,如 果 下 列 极限 存在 : 


]; As 十 瑚 ,十 六 ) 一 fst+h,) — flsstih )— fs,t) 

LTTL 
h,h' m0 hh 

山 称 fs, 四 在 点 Cs, 直 处 广 丸 二 阶 可 导 . 极限 值 称 为 f(s,?) 在 点 


Cs, 四 处 的 广义 二 阶 导数 . 
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1 1 mm 


3. 广义 二 阶 导 数 存 在 的 充分 条 件 是 :如 果 f(s,t) 关 于 s 和 和 z 
的 一 阶 偏 导 数 存 在 ,二 阶 混合 偏 叶 数 存 在 旦 连续 , 则 f(s, 四 是 广义 
二 阶 可 导 的 , 且 广 义 二 阶 导数 就 等 于 二 阶 混合 俩 导数 . 

4. 均 方 可 微 准 则 二 阶 矩 过 程 人 (XCD:ET) 在 上 处 均 方 可 微 
的 充 要 条 件 是 协 方差 函数 Cx(s,i( 或 相关 函数 Rsti) 在 (人间 
处 广义 二 阶 可 微 . 

二 阶 矩 过 程 {X(CDE 人) 在 人 上 均 方 可 微 的 充 要 条 件 是 协 方 
差 国 数 Cv(s: 昌 (或 相关 国 数 民 sb) 处 广义 二 阶 导 数 存 在 . 

5. 如 果 Cy (5,7) 在 一 {(£,1),， ‘ED 上 广义 二 阶 可 微 , 则 


SCx (sst) ,5 SCxCs,t), Cx, 站 ,二 Cx (31 在 工 X 工 上 存 
在 , 且 
SCx Cs,t) 一 SELXG) Xt ] = ELX’Cs) XO)], 


FCxCs, 1) 一 FELXCs) X02) | = EL[XCs) X (2))]) 


Cx -一 CxCs,d) 一 一 El{X (Cs) 入 (t) | ， 


若 将 Cx(s,) 改 写 为 Rx(Gs:t ,上 述 式 子 仍 成 立 . 
6. 大 二 阶 矩 过 程 {(X(2),tET) 是 nn 次 均 方 可 微 的 , 则 (XG),z 
T} 在 1 处 的 nn i 日 


有 | 二 | 


弛 求 均 方 导数 与 期 运算 可 交换 奈 序 

7. 夺 二 阶 矩 过 程 {X(t),tET) 在 tt 处 均 方 可 微 , 则 它 在 t 处 均 
方 连 续 . 

8. 硅 二 阶 矩 过 程 {X(1) ,1ET) 与 {Y(2),tET}) 在 1 处 均 方 可 
微 ,a,b 为 常数 , 则 有 均 方 导数 

[aX(t) 十 6XK CN] = aX’ CD + oY (0). 
9. 硅 二 阶 答 过 程 {(X(t) ,itET}) 均 方 可 微 ,f(1) 是 一 普通 可 微 
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消 数 , 则 f(z1)X(Q) 均 方 可 微 , 且 有 
TODXHI = SDXW+LE HN, seT 


10. 若 C 为 常数 或 随机 变量 , 则 C 的 均 方 导数 为 零 ; 若 二 阶 矩 
过 程 {X(t) ,1ET) 均 方 可 微 , 则 XX(2) 十 C 也 均 方 可 微 , 且 
[XC2)+C] =X 0). 


疑难 解析 


均 方 导数 与 普通 函数 导数 有 哪些 相同 点 与 相 异 点 ? 
答 ” 均 方 导 数 虽 然 也 称 为 导数 ,但 与 普通 函数 导数 在 定义 上 


是 完全 不 同 的 . 普通 函数 /Ci) 的 导数 六 ()==lim 人 站 A 一 站台 


是 也 数 增 量 与 自 变 量 增 量 之 比 . 当 自 变量 增 量 趋 向 于 零 时 的 极限 ， 
反映 函数 f() 在 t 处 的 变化 率 . 而 均 方 导数 反映 的 是 ,大 随机 过 程 


X(4) 的 所 有 样本 函数 都 能 使 iim 全 (全 -人 如一 全 ( 台 存在 , 则 XC7) 


就 是 它 导 数 的 样本 函数 . 但 这 条 件 限 制 太 严 ,于 是 就 利用 柯 西 准则 
来 定义 ;如 果 
im E[ X(t 十 A X(t) | A X(z) ]= 0， 
则 称 X (to 可 以 在 均 方 意义 下 可 导 , 记 为 
[im X(t At)— XO) 
At 
其 均 方 导数 X(t) 也 是 一 个 随机 过 程 . 所 以 ,两 者 在 定义 与 实际 意 
义 上 相去 其 远 . 

但 在 性 质 上 ,两 者 还 是 有 许多 相同 之 处 . 如 , 共 Fi) 在 上 处 可 
导 , 则 f(2) 在 t 处 连续 ,对 随机 过 程 X(t), 阁 XC(2) 在 t 处 均 方 可 
村 , 则 XC) 在 1 处 均 方 连续 . 除 此 之 外 , 均 方 导数 还 有 许多 类 似 普 
通 函 数 导 数 的 性 质 , 如 均 方 导数 的 唯一 性 , 任 一 随机 变量 或 常数 的 
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一 X’ (1). 


均 方 导数 为 零 ,[aXC) 十 bYC(2)] 一 aX GE 十 28 CL FX 
二 了 (2)X(t) 十 f(t)X'(1) 等 . 然而 ,两 者 也 有 许多 不 同 之 处 ,如 均 
方 可 微 准 则 和 数学 期 望 运算 与 求 导 运算 可 以 交换 次 序 等 性 质 是 普 
通明 数 求 导 运算 所 没有 的 ,读者 一 定 要 认真 理解 和 掌握 . 


万 法 、 拉 巧 与 典型 例题 分 析 


均 方 连续 与 均 方 导数 都 是 随机 分 析 的 基本 概念 , 牢 牢 把 握 住 这 
些 概念 并 将 它们 应 用 于 随机 过 程 之 中 ,是 我 们 要 努力 做 到 的 . 以 下 
例题 给 出 了 一 些 解 决 实际 问题 的 方法 与 技巧 ,请 读者 认真 体会 . 

例 1 设 (XC5Dt20),XCo)=0 是 泊 松 过 程 , 讨 论 其 均 方 连 

解 ” 因 为 {(X(),t 之 0} 是 泊 松 过 程 ,所 以 有 
P{X(t) — X(s) = k} = ee el, k=0,l1,,t > s. 


令 ;二 0, 则 有 EL[XGQ)]= 二 Xt. 当 s 过 : 时 ,有 
Cx Cs,2)= E{([XCs) —As J XO) — A 1) 
= E{[X(s) —As ]{[X(Cs) — 1s) 
二 [XO —Xj— [LX(s) —As]}) 
~ E{[X(s)—Ais}} 一 DLXC) = Ns. 
当 5 时 ,类 似 可 得 Cx (s,t) = 二 At, 故 
Cx (ls,t) = Aminls,t}, 
Ry(s,t) = Cx lss,t) cms mi) = Amin{s,t} + A st. 
由 于 Cx《s, 四 (或 Rx(s,?)) 在 {(i,?) ,t 实 0) 处 二 元 连续 ,所 以 , 泊 松 
过 程 {X(?) ,t 宇 0} 在 t 宇 0 时 均 方 连 续 . 
注意 均 方 意义 下 的 在 处 连续 是 指 随机 地 取出 一 些 样本 
哺 数 XX(), 它 在 6 处 间断 的 概率 为 零 . 这 与 在 通常 意义 下 的 连续 
有 所 不 同 . 
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例 2 设 有 二 阶 窍 过 程 {X(COET) ,Ry(s,t) 是 相关 函数 ,证 
明 : 民 x(s 蚊 在 (为 连 续 , 则 它 在 TXT 上 连续 . 
证 若 Rx(s, 引 在 (it, 四 连续 , 则 X() 在 i 处 均 方 连 续 , 所 以 ， 
对 s,t,s 十 凡 ,t 十 hi 全 本 ,有 
Li.m X(ts 二 Th) = XC(), Lim X(t 二 Th,) = X(i). 
依 二 阶 矩 过 程 的 均 方 收敛 性 质 ,得 
lim, Ry(s 十 ht 十 hh) 二 im ELXCs +h) X(t 二 hi)] 


= E[X(s) XC) |] = Rx(s,t), 

即 Rx(s,z) 在 TX 修 上 连续 . 

本 例 说 明 ,二 阶 矩 过 程 在 工 上 的 均 方 连续 性 与 其 相关 函数 
(或 协 方差 淆 数 ) 在 工 X 工 上 的 连续 性 等 价 . 而 相关 函数 (或 协 方差 
敬 数 ) 在 TXT 上 的 连续 性 又 等 价 于 它 在 对 角 线 ((i,?),t:E TT} 上 
的 连续 性 . 

例 3 证 明 :{XG(),tET}) 在 1 二 0 处 均 方 连续 与 其 协 方差 苔 
数 Cx (rz) 在 r 一 0 处 连续 等 价 . 

证 |Cy (Ch) 一 Cx (0)|==|E[XC(h)XCO)]—EFX(O) XO] 

=|E{[XCh)—X(O0) INO)} | 


<VEIXO — XO EIXO NT, 
设 {XGQ),tET)}) 在 t= 二 0 处 均 方 连续 , 则 
limEl[ | X(h) — X(0) |*] =0, 
从 而 得 lim| Cx (hh) 一 Cx (0) | 二 0, 即 协 方差 函数 Cx (zr) 在 t=0 连 
续 . 又 因为 
E[| XCh) — X00) |] = 2Cy 0) — Cy (Ch) 一 CC 
<| Crh) — CxC0) [+t| Cx Ch) — Cx 0) |， 
设 协 方差 了 消 数 Cx (zt) 在 t= 二 0 处 连续 , 则 
lim | Cx (h) — Cx(0) |= 0， lim | Cy(h) — CC0) | 一 0. 
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所 以 limEL |X(h)— XO0)|]=0. 


从 而 知 { 久 (1) ,ET 在 :一 0 处 连续 . 于 是 命题 得 证 . 


例 4 设 有 随机 过 程 {(XCb ,tE[0,1]}) ,定义 
P{X(0) = 0) =1, X() = Yt j= 


其 中 {Y;) 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ,ELY' 二 0, DLY j= 二 1, 讨 
论 X04) 的 均 方 可 微 性 

解 ” 显 然 FE[ X() |]=0, 

Rx(s,t)= E[X(s) XC)] 


是 方 < 二 sj 1 2 
0， 

易 知 地 村 人 《0， 0) 一 0 一 二 R(0， 0) ,了 2 _R(0， 0) 一 -RC0,0) 二 0, 但 
a 站 个 后 人 一 次 人 内， 这 是 因为 ,有 

-Rs 一 了 了 RR(ts) 一 ELX (s)X’ (CD 


1 A 


5 
= lim A he (sh 
h Lo hi 
Retth) ~ RD )] 
六 
若 取 h, 一 及 ; 则 上 式 成 为 

lim [人 一 下,0) — ROO,R) + RO0)]_ m1 
Lm ,2 hr0 hs . 


可 知 X(z) 不 均 方 可 微 . 
例 5 设 {X(),t:ET} 是 二 阶 矩 过 程 , 叉 (1)= 二 sinAz, 其 中 有 
是 随机 变量 ,日 ELA* | 过 co. 证 明 :X (2) 二 AcosA(1). 
证 因为 
] 


E| SAT A smA A cos 
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sinAt(CcosA 一 1) 十 coSsALGCSmAR 一 AP) 
h 








-| ] 


~ ph? pp | 
万 一 
< 4hE[A']——>0. 


所 以 X(t) 均 方 可 微 ,县 X(t) 二 AcosAt. 
最 后 一 个 不 等 式 的 证 明 用 到 了 cosa 所 1 十 a ，sina< 委 cn 十. 
例 6 设 平稳 过 程 X(1) 是 均 方 可 微 的 ,其 导数 是 X (2). 证 
明 ; Yt, 随 机 变量 XX(1) 和 XX (2) 是 正 交 的 ,也 是 不 相关 的 , 即 
ET XOX CE) | = EL[XG) IE[X’ GD] 一 0. 
证 ” 依 相 关 晴 数 定义 ,应 有 


EF XO X(t)]= E[ XC lim A A | 


At 
~ limE[ XO0)] X(t 二 At) — XC() 
Az-=0 At 


= lim 二 [R CAD — RA.C0)] = R'C0), 
Ar-e0 At 


由 相关 函数 的 性 质 , 有 |RGo)1 之 |Rz)1, 且 Rcr) 为 偶 函 数 ,因此 
rt 二 0 为 RC(z) 的 极 值 点 ,有 R'(0)= 二 0. 由 此 得 出 
EI X()X' (1) |=0. 
若 进一步 令 E[X(2)] 二 mC(2), 则 ELX (2)] 二 rm (2). 由 于 
X() 为 平稳 过 程 ,mx(2) 是 常数 , 故 
m’ (t)=0, FE[XG) J]ELX (2)]=0. 
从 而 E[XCOQ)O XG) | = ELFXG) TELX (CD = 0. 


例 7 已 知 Rx(r) 一 e ,如 果 Y(t) 二 XG) 十 久 (2) , 求 Ry(z). 
解 ” 依 相关 函数 的 定义 ,应 有 
Ry(7r)= El[Y()Y(— 7) | 
一 下 (ETXCD 二 + [XG—7) 二 + 名 ( 7))) 
= E{X(t) X(t—7) +X( KX 7) 
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十 让 (站 各 企 一 z) + XX 7)} 
= Rx(t) — Rx (7) + Ry (7) — Ry (7) 
= Ri(r) — Ry (rt) = (3— dr ye . 
例 8 证 明 : 维 纳 过 程 {(W(),t 宇 0} 是 非 均 方 可 导 的 . 
证 法 1 YataELo:co)，, 和 右 维 纳 过 程 殉 ( 世 在 加 处 均 方 可 导 ， 
则 存在 随机 变量 Y ,使 得 


.W(t 十 hh) 
lim 
hr»0 h 


则 Y 了 平方 可 积 , 从 而 iY 过 oe. 且 有 数列 4h,) ,0 二 hh,->0, 使 得 


一 人 人 -~ 一 Y,， 


im Wh ) — WO) 一 了 
所 以 Plime 0) = Q@ 
故 YVe 0， Jj 和 N 之 1, 当 7 之 入 时 ,有 
入 (z 十 六) 一 入 (to) 1 
Pl{ 一 一 一 。 
| /万 < > © 





从 另 一 方面 知 , 因 为 W(t 十 h,) 一 W(t )~N(0,gh,), 故 
W(t Th,)— W(t,) 
V 
由 正 态 分 布 的 性 质 , 当 & 充分 小 时 , 式 @ 左 边 的 概率 
- 去 | em 人 区 )dz < 六 

这 与 六 无关, 从 而 推出 矛盾 . 所 以 , 维 纳 过 程 非 均 方 可 导 . 

证 法 2 设 {(W(),t1E[0,o0)} 是 参数 为 a 的 维 纳 过 程 , 若 
(W(2)} 均 方 可 导 , 则 存在 二 阶 和 矩 过 程 {(Y(7)) ,使 得 


jn | [Yt = yew] | -0 


~ N(0,0 ). 





是 limE{ [YEE -WO - E(tYWT) < 
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-ce hh 


但 是 lmE{ [we I= lim oo co 


所 以 , 维 纳 过 程 {(W(z)) 不 均 方 可 导 . 

例 9 设 {(X(),tE[L0,c0)} 是 宽 平 稳 过 程 ,Rx (wu) 是 其 相关 隔 
数 , 有 和 (2) 二 EL[ XC) 所 mo. 才 { 半 ()) 均 方 可 导 , 证 明 :Rx(w) 二 
阶 可 导 , 且 {(X (#)}) 的 期 望 值 恒 为 零 , (X (1)) 的 相关 函数 为 
—Ry (wu). 

证 因为 

Ry(u——h)— Ry(u) 
一 Cov(X(s 十 及 ) ,XCs 十 wD)) 一 Cov(X(Cs) ,XCs 十 1)) 
= EFE{[X(s 二 ww) —mo LXCs++h) 一 和 CS) ])， 
由 lim ELX(Y(m)]=ELXY], 
lim Xf re 


limE (XG —m [XG+D — XC)] 


= E{[X(C(s+ wu) —m, ]X Cs)) 
> — Ry (wu) = E{[XCs+w) — mo, IX (3))}. 
im — Rx (uth) 十 RR (z) 


hi-*0 h 


limE (XG ++ — mo ) ee —mo) |X (Cs) | 

= E[X(s+wWX (Cs 全 一 Re) = ELX' (s+ wx (Gs)1. 
若 能 证 明 ELX (2) =0, 则 知 {X (2)) 的 相关 函数 即 为 一 Rx (x). 
注意 到 E[X(z)] 寺 mm ,所 以 


| EFX’ 0] |= E+ x ]| 
<E[ XY- x | > 0 0 


从 而 证 得 ELX (2) 1 二 0, 即 有 ({X (2)} 的 相关 隔 数 是 一 Ry (a). 
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第 三 六 均 方 积分 


主要 内 容 


一 、 均 方 积分 
1. 设 (XGOyiELa,oj 是 二 阶 矩 过 程 , Fi 是 定义 在 La ,oj 上 
的 任意 确定 函数 ,将 区 间 [La ,bo 分 制 成 个子 区 间 , 分 点 为 a 二 二 


二 < 一, 妈 4 一 max (tit 一 万) 过 ;1 二 0,1,2， 
I 


“… ,nn 一 ] , 作 和 式 Y = SI XG NG —t,) ;如 果 均 方 极限 


nl 
Y=1imy》 fC XG Gt) 一 Limy， 
co j=0 和 一介 


存在 , 且 与 子 区 间 的 分 法 与 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 是 
f(DX(4) 在 [a,6] 上 的 均 方 黎 曼 积分 ,简称 均 方 积分 , 记 为 


nl » 
Li mB AGa I XEN in —#) = | f XC de. 


2. 均 方 可 积 准则 ”f(z)X(i) 在 [a,6] 上 均 方 可 积 的 充分 条 件 
是 二 重 积 分 | re fl2) Cy (st)dsdi 存在 ,其 中 Cx(s,t) 亦 可 写 
为 Ry(s,t). 

3. 设 人 (biE (一 ceoyco)} 是 二 阶 窍 过 程 , f (1),tE€ (一 co0， 


cc) 是 确定 的 函数 ,如 果 | 让 mn| (DXCD dz 存在 , 则 称 此 极限 为 
f(DX(D 在 无 限 区 间 (一 co, co) 上 的 均 方 积分 , 记 为 
| ADXCDd. 


此 时 , 均 方 可 积 的 充分 条 件 是 
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| | f(s) FIC sst) dsdt < o0 


存在 ,其 中 Cy(s,#) 亦 可 写 为 Ry(s,z). 
4. f(ti,u)X(t) 在 [a,5j] 上 均 方 可 积 的 充分 条 件 是 二 重 积分 


[fess flt,u) Crs,t)dsdt 存在 . 
广义 均 方 积分 | Ge,zXCDdt 存在 的 充分 条 件 是 二 重 积分 


| | fw flt,u) Cx Cs,t) dsdt 


存在 ;其 中 Cx(s,t) 亦 可 写 为 Ry (s,t). 
5. 均 方 积分 有 以 下 性 质 : 
(1) 奉 和 bb 在 La,0 上 均 方 连续 , 则 XG) 在 [a,58] 上 均 方 可 积 . 


(C2) EL| fC) Xd = | PCDELX(CD]di， 
特别 有 E[| x (ti)d] = | ECx (2) Jdz. 


内 c 6 
(3) | fH XD =| PCDXCDd 十 | CODXCDd a coih 


(4) 若 XX(z) 在 [a,5j 上 均 方 连 续 , 则 
E{[[ xd] } MG 一 ao 
式 中 M = maxE[X (2)]. 
(5) 符 X(t) 在 La,5j 上 均 方 连 续 , 则 
Y(t) = | xcods; atb 


在 [a,bj 上 均 方 可 积 , 且 YY (4) 二 XQ). 


(6) 铬 六 (02) 在 [a,5j 上 均 方 可 微 ,日 XX (5 在 [Lao 上 均 方 连 
续 , 则 


b 
| XD dt = Xb) XC) NLA 公式 ). 
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(7) 若 和 GD 在 La ,bo 上 均 方 可 微 , 且 X (i) 在 [a,5] 上 均 方 连 
续 , f(z) 是 [a,5] 上 的 连续 可 微 铺 数 , 则 有 


| f OX Dd = [FCDXCD] | -| f° KD dz 
(8) E[| fC)XC)ds | roxcod 
一 [forces dads, 


特别 有 E[|| xd ]= | cuecspasde 


其 中 Cx(s,t) 亦 可 与 为 Rx (ss,t). 
(9) 大 X(Cbo 均 方 连续 , 则 


E[| x GD du |x (wdo | 








- E[|| xcodz| ] < G1—a)| ELXC) XC Jdu 





< (一 | E[XCa XC du, 


特别 有 {E[ || XGwdu| ]) < | {ET XG0 Pd 
6. 耕 XX(2) ,Y(t) 在 La,bj 上 均 方 可 积 ,a,B 为 常数 , 则 有 
| [ax +bY(2) Jdt = a Xd + 有 | Yd 





1 。 若 二 重 积分 | | f(s, tyzCx(st)dsd 存在 , 则 均 方 积 
分 过 程 | (4,w) XC) dt 的 均值 函数 是 
El[ f(DXD dt |= | ‘f(D EF X (4) dz, 
协 方 差 阴 数 是 
C(u,v) = [few f(t,u) Cx(s,t) dsdt, 
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其 中 Cx(s,1) 评 可 号 为 Ry(s,t). 
8. 设 {iX(7),t:ELa,5bj) 是 二 阶 窍 过 程 , f(z) 是 La,5] 上 的 普通 
函数 ,将 La ,oj 分 割 


a 二 to < 过 "人 二 b， 一 A te 


作 和 式 L, 一 >, fu) LX ) — XC )] ,其 中 uy ELt, i ,Z| ,天 一 
=1 


1] ,2,*"* ,7, 和 存 A 一 0 时 ,Z 的 均 方 极限 Z 二 1. 1. mm pm 人 存在, 则 称 4 
为 f(z?) 关 于 XC) 在 La,5j 上 的 均 方 斯 替 尔 吉 斯 积分 , 记 为 


b 
7 二 | fdX). 


9. 设 {X02) ,1E[La,5bj} 是 二 阶 矩 过 程 , 协 方差 明 数 Cx (3s,)， 
又 f(t) 是 La,5j] 上 的 普通 函数 . 知 二 重 斯 蔡 尔 吉 斯 积分 


| {ff acs 存在 , 则 f(z) 关 于 XC(2) 在 La,5j 上 的 均 方 


斯 替 尔 吉 斯 积分 [7 (tz)d 久 (7z) 存在 . 
和 若 f(t) 对 XC) 在 La,5j 上 均 方 斯 兰 尔 吉 斯 可 积 , 则 有 
(1) E[ | CDdX(CD |= | fdE[ XC)] 一 | 太 (Gt)dmav(t， 


(2 ) E[ | 7eoaxe' | ]= [fre fC) dC (s,t). 


本 段 中 Cx(s,?) 均 可 写 为 Ry (s,t). 

有 限 区 加 上 的 斯 蔡 尔 言 斯 积分 也 可 推广 到 无 限 区 间 情 况 . 

二 、 伊 芯 积 分 

1. 参数 为 @ 的 维 纳 过 程 {W(2) ,1E (一 oo0,co)}), 其 均值 为 
零 ,Ry(s,t)=o min{syt} , DI WG)—W()|1=o 11 一 s|. 其 (形式 
上 ) 广 义 导 数 过 程 {(W’ (1t) ,1E (一 0o0,00)} 称 为 参数 为 of 的 白 品 
声 , 其 相关 函数 为 

Ry (st = o 6(s—1). 
2. 设 X(t) 是 二 阶 矩 过 程 ,W(t) 为 维 纳 过 程 ,在 La,5j 上 进行 
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分 割 4 一 四 < 挟 丰 < bd, 人 ,一 Imax( 丰 一 友 -1) ， 
lk 


作 和 式 。 工 = XG DEWG) Wa)]. 
如 采 均 方 极限 lim1， 存在 ,; 则 称 其 极限 为 X(t) 关于 WG) 的 伊 蓝 
(Ito) 积 分 , 记 为 


3. 设 X(2) 为 均 方 连续 的 二 阶 矩 过 程 ,和 且 对 任意 的 s,ss 声 
< Rt ,XG ,XG I We) —WC)]S We,) 
一 W(t 相互 独立 , 则 XGO 关 于 琅 (0O 的 伊藤 积分 人 存在 且 唯 一 . 

b 
4 设 伊 茧 积分 | XH dW ,| Y()dW(z) 存在 . 
(1) 对 任意 常数 a 和 8, 有 
证 b 6 
| [aX (1) 二 + BY(t) JdW (i) = al X(t) dW (1) 十 看 YGCiD)dW(b)， 
(2) 如 有 a 委 c 委 0, 则 有 
c b 
| xaw) — | XH AW +| XDAdW. 


b 
Lim l= | XAdW). 


b 
(3) 若 | XdWG) 存在 , 则 对 于 <: 二 多 有 


Y(D = | XC dw ,a 之 t 之 b 


存在 且 关 于 上 均 方 连续 . 

(4) 设 ( 人 XGOiELa, oj 是 均 方 连续 的 二 阶 矩 过 程 , 且 满足 
伊 芯 积分 存在 条 件 . 奋 关 于 GE 了 一 致 地 有 lim X, (2) =X(#) , 则 
X(?) 也 均 方 连 续 且 满足 伊藤 积分 存在 条 件 ,对 一 切 < 委 去 2 一致 
地 有 


ft 
m| X_ (WwW dW = | XV dW Uw. 


.1. 
oD 
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疑难 解析 


1 为 什么 二 重 积 | [fw fl dCs Ddsdt 在 在 是 


太太 20X(t 在 Le ,oj 均 方 可 积 的 充分 条 件 ? 
答 ”如 采 二 重 积分 存在 ,积分 和 元 


万 一】 mm”—!l 


lim > > fs 2) flt, su) Cyls, SS ~— s,) (tr ~—&) 


A, ,A A 0 1 一 0 《一 0 


极限 存在 , 即 


lim Et 5 es WX Vm —) fe OK in — ta))} 
0 
存在 ,所 以 充分 性 成 立 . 但 是 第 一 个 积分 和 式 极限 存在 ,并 不 能 保 
证 二 重 积分 存在 . 这 是 因为 ,此 极限 是 在 对 区 域 作 和 冠 形 的 分 法 下 存 
在 ,是 否 与 分 法 无 关 , 在 任意 分 法 下 是 否 都 有 极限 ,我 们 都 不 知道 . 
f(z)X() 在 La,5j 上 均 方 可 积 的 充分 条 件 也 出 于 同样 的 原因 . 
2. 怎样 理解 伊 菠 随 机 积分 ? 


答 在 雏 芯 积分 工 一 | x Wawew 中 ,XX(2) 是 三 阶 矩 过 程 ， 
W (2) 是 维 纳 过 程 ， Yn W' (2) 的 相关 函数 为 
Rw (ss,t) >— 








2 Ry (st) =oa (CS 一 六， 
其 中 8 函数 是 一 个 广义 苹 数 , 当 一 上 时 ,Rw (st 一 ceo, 反映 
W'(z) 取 值 的 分 散 性 , 

在 其 积分 的 构造 定义 中 ,X(t,) 取 值 只 能 取 小 区 间 的 左 端 点 ， 
否则 得 到 其 它 的 积 

伊藤 随机 积分 某 些 性 质 ( 如 线性 性 .区 间 可 加 性 ) 与 普通 定 积 
分 相同 ,但 大 部 分 性 质 与 普通 定 积分 不 同 , 

右 将 伊 茧 积分 中 的 X(Cb 改 换 成 Le, 上 的 连续 函数 f(z) 时 ， 
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称 | roawa 为 f(1) 关 于 WC2) 在 [a,6] 上 的 随机 积分 ,是 


fCW’ (C7) 在 La,5jj 上 的 均 方 积分 . 所 以 ,也 可 以 认为 伊藤 积分 是 
X(DW' (0 在 La ,站 上 的 特殊 的 均 方 积分 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 {X(2),tET}) 是 一 个 维 纳 过 程 ,讨论 均 方 积分 YC(w) 
一 | XW 的 存在 性 . 


解 这 里 可 认为 f(2) 三 1. 又 知 维 纳 过 程 的 协 方 差 晒 数 
Cyls,t) = mins,2) ,根据 均 方 可 积 准 则 讨论 二 重 积 分 
| | min(s,t} dsdt 一 ?| [| i 二 | sdds 一 Te , 
故 知 , 对 一 切 u( 有 限 ), 维 纳 过 程 在 [0,wj 上 均 方 可 积 , 即 Y(w) = 
| xcod 存在 . 


例 2 求 维 纳 过 程 的 积分 过 程 的 均值 函数 、 协 方差 消 数 和 方 
差 孙 数 . 
解 ” 如 图 5.1 所 示 , 维 纳 过 程 的 积分 过 |， 


程 即 Y(w) 二 | Xa , 故 均 值 函 数 


E[Y(CO] = | EXcD]u 0. 
Cy (u,v) =| | wmintszydsd: 


u 
0 





图 5. 1 


一 | og min{s,t} dsdt + sdsdz 
D, D, 


一 本 0 十 | gsds| di 一 Eo (3u— v). 
0 0 
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二 0 二 uv， 同样 可 得 


CCusv) = Kar (3v—), 


从 而 得 DfY 0)]=C, Cu) = 
例 3 设 {XX(),tE[a,5bj} 是 一 正 态 过 程 , 若 X() 在 [a,b 上 
均 方 可 积 ,证 明 : | xcod 是 正 态 随机 变量 


tii 


rr 一 ] 1t»。 —£ 
而 DIX Cot) = XI KX 
R=0 . 


L, | 


是 正 态 向 量 的 线性 变换 ,所 以 
S$ (ww) (frr t; ) 


是 正 态 随机 变量 , 故 | X(t)dz 是 正 态 随 机 变量 . 

例 4 设 {XCD,iEra, 门 } 是 一 正 态 过 程 , 若 XX(2) 在 [a,61] 上 
均 方 可 积 , 令 Y( = | XW ,证 明 :{YcD ,zc[a, 执 } 是 正 态 随 
机 过 程 . 

证 在 区 间 [a,65] 上 任 取 t1 st» 对 于 t, 在 La,t | 上 作 分 
荐 ,有 

a= A = AA, = max (sh 一 5 }, 


‘ 0 


站 一 1 


则 XGuw ) (8 一 5) 是 一 正 态 随机 变量 . 其 中 


[一 0 
Ck) Ck) (Rk) 
ur EE [| sit ? 31 ] ? 
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级 一] 


且 YG) 一 1Li 加 XG 纹 一 的 )， k= 1,2,.,n 


由 第 一 节 例 6 知 ， {YG ,Y(t ),…,Y(z,)) 是 nn 维 正 态 随 机 变量 ， 
故人 (YiELa,p 站 是正 态 随 机 过 程 
Y(7) 的 均值 印 数 


my(t) = E[Y()] = | ELY() ds 一 | mxCods 
By(s,t)= E{[Y() 一 myr(s) YO) ~ my (2))) 


= 下 (| [XG) —mx (wdu| [XCw) —mxCw) jdo) 


— | | Cx Gus dudv, 
例 $ 设 {X(t),t 宇 0} 是 强度 为 4 的 沪 松 过 程 , 令 M(T) = 
于 | X(t , 求 E[MCT] 和 DIMCT)] 


解 因为 
By(s,t)= EL[LX(s) XC | = Clsyt) —A st tA sttaA st 
— Amin(s,t} 十 A, 
所 以 E[X (2)]= 二 Bx (t,t) 过 co, 且 Bx (Cs,?) 在 [0, TX[0,TjJ 上 和 获 
受 可 积 ,并 有 


T 
ELM(T)] = 未 | ELXCD]d 一 4[ wd = 从 


T DLM(T)]J= | | cecpasd 一 | 于 Amin{s,t}dsdz 


=4[| (| sds) )d+| (| )d |= 1T?， 


故 DEIM(T)]=32T. 
例 6 知 {X(2),t 宇 0) 是 维 纳 过 程 的 积分 过 程 , 求 EL[LM(CT)] 
和 DFMCT)1. 
解 ” 因 为 E[ X() |=0, 
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Fos (3 —$), t > 5s， 


Cov(X(s), X(t)) 一 1 
Eo t (3s—t), S 


所 以 ETM(T)] = i[ FETXCD]d = 0， 


T 
TDFMCTD] = | | Cov(XCO XC ) dsdt 


一 | | Eo s (37C— ds |d 
+ 上 [| 二 大 (35 一 Dds |dt 


30 120 12 20 24 30 
= 0 T, 
即 DLMCT7] 一 六 个 
例 7 设 X() 二 2A1, 其 中 A 是 随机 过 程 ,ELA jj 一 ce, 求 
| XCae. 
解 ” 因 为 


Ry(s,t) = ELX(s) X(t) | = EL4A’s | = 4¢ELA’| 
连续 ,所 以 | X(t) 存在. 车 在 定义 中 取 坟 二 序 (&+i 二 4), 则 


nl nt—] 
2 XCu) Ctrn 一 tt) 二 2 12A: 六 (Ci 十 丰 )C2H 一 
二 0 k=0 
~ A(t —0)— A’r, 
故 | Xd = | 2A?tdt = A212， 
0 0 
例 8 证 明 : 设 二 阶 矩 过 程 {XCiEla, oj 在 La ,0 上 可 微 ， 


且 X'(t) 在 [a,6] 上 均 方 连续 , 则 对 任意 te [a ,Db ,有 
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| Xpd — X(t) — X(a). 


证 设 Ycn = | Xp , 则 YC) 二 XX(z) ,有 
Xi) = [XC() + el], 


于 是 Y(t) = XCD 十 < 一 | XC ds 
令 ! 一 a, 得 X(@) 十 < 一 | X'()ds =0, 
故 c 一 一 久 (a). 

从 而 X(D — Xa) = | Xpds 


特别 地 , 令 t 一 6b,， 即 得 N-L AAA 
上 
| Xdt = Xb) — XCa). 


例 9 设 WQ) 是 参数 上 二 1 的 维 纳 过 程 , 求 | WC dw)， 


解 ” 因 为 WC) 满足 定理 条 件 ,存在 唯一 的 | WCt) dW 人 2). 对 
[ap 作 分 割 


d= < 人 < ==6b, A, = max(t,—t,) 
0 1 9 ax bei’ 


则 和 式 
1= DOW DVIWG) — WC )] 
k=] 


=— PWC)EWG 1) — WC )] 
k=1 
=—[W (0) ~— WGIOWGD) + WO) — WOWG,) + 
+W G0) — WO WC,)] 


_ 1 Go) 十 方 [WCGt) — WO 


十 [Wn) 一 Wt) 十 … 十 3 [Ws ) —W(z,)] 
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_lu 
We) | 


= SW’ —W’ 0)]— 5 WE) — Wy. 
=] , 


bs 
因此 | WO) dW) 


= FCW — Wa)]—3 lim PEW) —WO)}. 
再 来 计算 上 式 中 的 均 方 极限 , 令 AW, 二 WC) 一 W(t1), At 二 二 
一 t_1， 则 在 假设 极限 为 5 一 a 条 件 下 ,有 


E{[ SCAW,)’ —(b—a)|) 
A=] 
一 一 Et S) [CAW,)” 一 At 了 
k=】 


= E{ > [LAW — Aty +2 DLCAW? — At) AW? 一 Ap) 
中 二 1 中 I 
k,t=1 


= > EL[AW: — A +2 2) LECAW: — At)ECAW: — At)] 
k=1 Ri 


| 
,i=1 


= DE{[AW: — an) 


= >, ELAW! — 2CAW,)’At, + (At,)’] 


二 1 


一 之 [3CAt) — 2(CAt,)At, 十 (At )2] 


所 以 1 im we —W(t)] = 6b—a. 
类 一 


综合 上 述 分 析 , 得 
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| WO dW = 当 [W?(6) 一 W? (a)] 一 方 (6 一 a). 
由 此 可 知 ,伊藤 积分 与 黎 曼 积分 不 同 . 对 于 黎 曼 积分 ,有 
| reareo = $F — fF)]. 
同时 ,者 晒 数 取 区 间 右 端点 的 值 , 则 和 式 
J, 一 2WCoO[Wd) — W(t,..1).. 


由 J ,= We) — WG )] 
k=1 
知 Li m(J—1)=6b—a, 


即 知 有 两 个 不 同 的 均 方 极限 . 所 以 , 伊 芯 积 分 中 函数 只 能 在 小 区 间 
左 端点 取 值 . 
例 10 设 {W(2),1E (一 co,00)) 是 参数 为 of 的 维 纳 过 程 , 令 


X(D) = [em dW (0) ,t 宇 0 , 式 中 是 不 等 于 零 的 实数 . 求 XX(2) 


的 均值 函数 mx (1t) 和 相关 了 晴 数 Ry (s ,2). 
解 ” 因 为 W(z) 是 维 纳 过 程 ,所 以 
mx(t) = 0， 
R(s,t)=—= ElL X(s) XC) | 
— ul su) 人 [一 
El|e dW(w| e dW(v) | 
?| ee em) dz ， 0 < 4 << / 


2 
— 2[e ES) ] ， 


2 
特别 地 ,有 DLX(D] 一 和 Ce —1). 
例 11 设 {W(),tE( 一 co,c0)) 是 参数 为 of 的 维 纳 过 程 , 令 
x =| ee IdWu), —0<<t 0, 
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其 中 a<<0, 求 入 的 均值 函数 mx (2) 和 相关 了 艺 数 Rx (s,2). 
解 因为 | ee"d = 一 二 一 co ,所 以 ,(X(O)} 是 二 阶 抵 


过 程 9 7 这 入 (1) 二 0. 
相关 本数 


民 R (st 一 下 LXCD7XCE) 
=E|| em dw | em dW | 


和 
CD 一 CO 
可 
2 
~ | eT em da, 5 << 1 
— 


ee | 
2a 


由 此 可 知 ,{ 久 (1) ,1E€ (一 co ,00)) 是 一 个 平稳 过 程 . 


第 四 市 ”随机 微分 方程 简介 


主要 内 容 


| i 一 fi(t, Xi(t) ,A(t)), 


X(to) = Xo i1=1,2,.,n, 
其 中 X; ,Xi; (都 属于 五 (二 阶 矩 变量 的 全 体 , 是 一 个 线性 空间 )， 
所 有 的 运算 都 是 均 方 意义 下 的 , 若 采 用 向量 记号 ,可 以 写 为 





WD 


= f(t,X()), XC) = X,, @) 
其 中 闫 (2) 二 ( 关 ) (2) , 半 ,(f) ,XE (1)), 


f=(fi, fe 0)， 发 0 一 《入 1,o， 和 20，…， 信 0 
2. 在 方程 (2) 中 , 设 1 二 TX HH, 一 H, 连续 ,日 XX € 日,. 如果 
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X(t) :T->~ 万 满足: 

(1) 在 工 上 均 方 连续 ，〈2) 天 (5) 一 天 0， 

(3) f(zt,X(7)) 是 (7?) 在 荆 上 的 均 方 导数 , 则 称 和 (72) 是 方程 
组 名 的 一 个 均 方 解 . 

3. 六 (?) 是 方程 组 信 的 一 个 均 方 解 的 充 要 条 件 是 


X(t) = Xo 十 | fo XO ) de 上 CC 了 


4. 右 :TXH, 一 H, 满足 李 普 希 兹 条 件 
|fGX)— fT) IX—Y|,, 


其 中 CD) 满 足 | (Dd 过 oo , 则 对 任意 XE H,, 方 程 组 存在 叭 


一 的 均 方 解 . 
5. 设 一 阶 线性 微分 方程 为 
| X(t) = a(t)X() + YO), 
X(a) 一 及 0， 
其 中 a(2) 是 普通 连续 函数 ,X(z) 是 具有 二 阶 矩 的 随机 变量 ,Y (2) 
是 均 方 连续 的 二 阶 矩 随机 过 程 , 则 微分 方程 的 解 为 


X (CD Kal 十 | Jeayr dy 


当 a(z) 二 6 为 常数 时 ,有 
X(CD = Xe 二 | I YC ds. 


其 中 关于 Y(s) 的 积分 篆 为 均 方 积分 . 
6. 伊 芯 随 机 微分 方程 
设 {W(z) ,i:ET}) 是 布朗 运动 过 程 ,of 二 1, 则 
| dt) = f(t,X()) dt g(t, XE)) dW(), 加 
X(to) = XX,. 
若 记 WCQ) 的 广义 导数 为 NG) , 则 NG) 为 白 噪声 , 则 方程 
| X (2) = ft, XO) gt, XC NG), 
X(to) = Xo 
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可 代替 第 分 方程 @. 考 典 伊 芯 积分 方程 . 
XC2) = 十 | fs XC))ds+| g(ssXC())dW), @ 


式 区 与 式 凶 可 视 为 等 价 的 . 式 中 右边 第 一 个 积分 是 均 方 积分 ,第 二 
个 积分 是 伊藤 积分 . 

7. 伊 葬 方 程 解 的 唯一 性 设 f(t,7z),g(t,X),tET,XER 是 
满足 下 列 条 件 的 实 函 数 : 

(1) 是 二 元 连续 的 , 且 关 于 工 是 上 的 一 致 连续 的 ; 

(2) 增 长 条 件 :| jz) 并 委 尼 (1 十 字 )， 

fx | Rr), gz) | RU); 

(3) 李 普 希 效 条 件 ; | f(t,X1) 一 f(t,X,)| 志 RIX, 一 XX |， 

| g(t,A1)— g(t, QA,) | 之 上 | 人 入， 一 入) |; 

其 中 & 是正 数 . 如 与 Wr 独立 , 则 伊 芯 方 程 @ 有 唯一 解 . 

在 上 述 条 件 下 ,伊藤 方程 的 唯一 解 是 马尔 可 夫 过 程 . 


疑难 解析 


1. 研究 随机 微分 方程 有 什么 意义 ,采用 什么 方法 ? 

答 ”在 许多 科学 技术 领域 中 存在 大 量 的 随机 微分 方程 问题 ， 
如 随机 干扰 下 的 控制 问题 ,通信 技术 中 的 滤波 问题 ,生物 技术 中 的 
数学 模型 与 随机 振动 问题 等 . 要 解决 与 研究 它们 ,就 必须 研究 与 求 
解 随机 敏 分 方程 . 

一 般 从 定性 与 定量 两 个 方面 来 研究 随机 微分 方程 . 定性 是 指 
研究 解 的 存在 性 \ 唯 一 性 \ 稳 定性 ,定量 是 指 研究 求解 过 程 的 统计 
特性 与 求解 方法 . 

2. 伊 芯 随机 微分 方程 有 什么 特点 ? 为 什么 它 的 唯一 解 是 马尔 
可 夫 过 程 ? 

答 因为 伊藤 随机 微分 方程 是 在 随机 过 程 { 克 (5:ET) 是 维 
纳 - 列 维 过 程 (布朗 运动 )、o =1 及 伊 芯 积分 和 微分 的 基础 上 考虑 
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的 ,其 积分 方程 形式 (等 价 于 微分 方程 ) 中 含 伊藤 积分 , 即 
X(t) = XX, +| f(s, XC(s)) ds 十 | pg(C35， 且 (3S) ) dW (ss). 


在 满足 解 存在 唯一 性 的 条 件 下 ,对 a 二, 过 ;过 :二 5, 铬 六 (2) 已 
知 , 则 六 (2) 与 关 (4) ,to 声 4 过 ss 独立 . 因为 


XC) = Xs) 十 | fv XO) dot | gv, XC ) dW) , 


B 六 (1) 只 与 XX(s) 9 ‘(XCv) , SUS) , { AW (v) ,5 和 委 纪 有 天 . 从 
{ 惰 (V) ,s 志 wv 志趣 也 只 与 入 G(s) 和 {AW(v),s 生 v 世 t} 角 有 关 . 又 因 

XG) 一 总 二 | Fo,XCo)do 十 | gCv,X(v)) dW) ， 
故 知 { 关 (4) ,to 志 巡 5} 只 与 AX, 与 {AW (wv) <) 有 天. 又 由 定 
理 条 件 知 (AW (vw) ,SU 与 是 0 ’ ( AW (wv) » to 过 U5) 独 江 ， 这 说 
明 关 (9) 已 知 时 ,六 (2) ,1 之 s 与 (AWOQ) , 壤 委 v 委 5 ) 独 立 .所 以 ,伊藤 
随机 微分 方程 的 唯一 解 是 马尔 可 夫 过 程 . 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


求解 随机 微分 方程 必须 处 理 好 求 均 方 积分 .伊藤 积分 ,特别 是 
微分 方程 组 的 情形 . 希望 读者 通过 例题 领会 具体 问题 的 求解 方法 . 

例 1 设 有 随机 起 点 的 自由 落体 运动 方程 

| 和 = gt， tt>0， 
X(0) = X,, 

其 中 XX() 表 示 时 刻 t 的 物体 位 置 ,X。 是 服从 N(0,o ) 的 随机 变 
量 . 求解 微分 方程 并 讨论 解 的 概率 特性 . 

解 ”对 方程 两 边 求 均 方 积 分 ,得 


| X (s)ds = | gl(s)ds, 
0 0 
解 得 XC) = X(0) + Fa = X + 8 
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而 E[X(D] = ELXo] 十 方 ELet2] 一 38. 


Cx lsst)= ELXCDJXCD] 一 EL Cs) KC) — ELXCs) py (7) 
十 px Cs px tt) 


_r 二 2 1 2 
= El (Xt+ 85 ) (Xo +t 坟 8 )| 
一 5g"E| X。 十 #8" | E| X 十 8 人: 
十 二 82 
一 于 十 到 zs 一 gs fastest 0 
DI Xz) | -一 Cy (t,t) -一 og” 。 
因为 对 任意 正 整 数 nstis zt， 和 T,X(t), X(t,), ~** 
X(t,) 均 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 , 故 解 过 程 {X(2) ,i€ET? 是 一 


正 态 过 程 . 
例 2 设 随 机 微分 方程 为 


| dX(t) — Y(t),， t 之 0， 





dz 
X(0) = 
其 中 Y(2) 是 零 均值 的 二 阶 矩 过 程 ,其 协 方差 函数 可 积 ,X。 是 二 阶 
秆 实 随机 变量 , 且 X。 与 Y(t) 独立. 求解 微分 方程 并 求 X(2) 的 数 
字 特 征 . 
解 ” 对 方程 两 边 求 均 方 积 分 ,得 
| X's)ds = | Yeoas 


即 XH) = X, +| YG)ds, 


放 E[X(#)] = ETX 十 | ELYC9)]d ~ E(X,), 


Cxls,t) = E{[X(Cs) — ECX,) LX) — ECX,)]) 
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= E([ X, — ECXo) +| YG du | Xo — ECXo) +| Y(wdo| 
= E{([X, — ECX,)]}+ E[| | YG YC dudv | 


= DI X, | +| | Cy u,v) dudv, 
DL X() 1 = C(t,t) = DLX, | +| | Gu wdudo. 
例 3 设 有 兰 格 文 (Langevin) 方 程 
dX(t) 一 一 RX(D) 下 十 二 dW(D， 


求 方程 的 解 过 程 , 
解 ” 将 方程 改写 为 

AX =— EXCALT WG AD — Wu)) + oCAt), 

式 中 有 = f/m 之 0,W 避 是 维 纳 - 爱 因 斯 坦 过 程 , 设 m= 二 1. 因为 
EI[WCG+AD—WG) =0, E([WG+AD)—WGU) 1}=2DA, 
所 以 对 上 式 两 边 取 条 件 期 望 ,可 得 
ELAX | X() = y| = kyAt++ ol(At), 
E[ (AX)’ | XG) = y) = ky Art 2DAt + olA), 


. ] 有 
故 有 lim 和 ELAX | X(1) = y| =— ky, 


lim LEFCAX)’ | XCD = y] = 2D. 
A0 At 


所 以 , 解 过 程 是 一 个 扩散 过 程 , 偏 移 系数 a(t,y) = 一 ky, 扩 散 系数 
pl,y) 二 2D, 从 而 它 又 是 一 个 奥 恩 斯 坦 - 活 伦 培 克 过 程 ,有 
均值 盟 数 m(t)=0,， 
协 方 差 栈 数 。 Cov(X(8) XD) Te ". 
若 用 Y(z) 表 示 质 点 在 时 刻 t 的 位 置 (X (1) 表 示 质 点 在 时 刻 t 
的 速度 ) , 则 有 
21]1 


YiD 一 Y(0) = | Xs ds, 
Q 


所 以 知 YGQ) 是 正 态 过 程 
E[Y(1) —Y(0)|=0, 
E[ | YC() — YC(0) | 


=| | Dom gudv = D1+e*). 
ojo k k 


例 4 设 随机 微分 方程 为 
aiX’ (t)+a X(t) = Y(t), 之 0， 
| X(0) = 0， 
其 中 al ,ao 是 常数 ,Y(t) 是 均值 为 零 的 均 方 连续 的 二 阶 矩 过 程 . 求 
解 的 均值 函数 和 协 方 差 范 数 ， 
解 ”可 以 直接 对 方程 两 边 求 期 望 ,得 


| Qi 人 ECXCD] 二 aoE[LXC() 一 三 Y( |， 


ELX(O) | 一 0， 
解 均值 晃 数 ELX(CbD | 的 一 阶 线性 微分 方程 ,得 
E[X()] = ce 7 
代入 初始 条 件 ELX(0)j==0, 得 
c=0—>E[LX() |=0. 
为 了 求 得 协 方差 函数 , 需 先 求解 过 程 X(t) 与 Y(t) 的 互 协 方 
差 函 数 . 为 此 ,对 微分 方程 两 边 同 乘 以 Y(b ,再 求 期 望 ,得 
a EL[LX’ (Cs) Y(CD] 十 aoELXC) YO0) |] 一 下 LYC)YCO]. 
对 初始 条 件 两 边 同 乘 以 Y(5 ,再 求 期 望 ,得 
开 [X(CO)Y(CDD] = Cw (0,t) = 0. 
于 是 ,有 新 的 微分 方程 


| a, 人 Cars +asCw (sst) = Cowls,t), 


Cy C0,1) 一 0， 
解 此 方程 即 可 求 出 Cxy(s,z). 
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对 微分 方程 式 取 共 斩 后 乘 以 X(Cs) , 求 期 望 ,得 
a ELX (CDXCD] 十 auELXCODOX(C)] = YO Xs). 
对 初始 条 件 两 边 同 乘 以 X(s) , 求 期 望 ,得 方程 组 


| Qi FCx Cs,t) 十 aoCx(sst) = Cxy (st), 
Cy(s,0) 一 0， 


将 前 面 解 得 的 Cer Cs, 世代 人 此 方程 组 , 即 可 解 得 Cx(s,). 


例 5 RC 积分 电路 的 输出 电压 Y(2) 与 输入 电压 X(t) 的 关系 
由 方程 


Y(t) TFarY() = aXQ) 
描述 . 其 中 六 (z) 的 均值 my (21) ==0, 相 关 函 数 Rr) = 二 ge ,已 知 


初始 条 件 Y(0) = 二 0. 求 输出 电压 YG() 及 其 均值 函数 my (1) 和 相关 
盟 数 Ky(s,t). 


解 ” 解 一 阶 线 性 微分 方程 ,得 
Y(1) = 中 Xeee2d，z 0， 


故 mv(G)=E[yG)]= al E[X() le ”ds=0, 
Ry(s,i)= 2E| | Xe du| Xe do | 


= | Ru We gudy 
0 


—Mu—v) c -上 Hat wt 
| es dudv 
og 


QO 





[ae —B es) — Be —att™—s) 十 (a 十 De —atstr) 


CQ 


_ 一 (at 十 序 ) 
—ae “Pe 了 ]， 


故 人 ysyt) 一 了 


Ss 式 ， 


—8|es| 





一 6e 人 十 (a 十 Be 


— 一 (at 十 房 ) 
— ae ent — ae et ] 
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例 6 解 随机 微分 方程 组 
X,’ (z) 2 OFX (7) YY (2) 
ol dxottlywl > 
X, (i) 1 1JLX,(?) Y,(t) 
X11(0) = X,(0) = 0， 
其 中 1Y1 (2) ,Ys(),t 宇 0; 是 已 知 的 二 阶 短 过程 . 
解 ” 先 解 矩 阵 方程 ,此 时 X(2) 为 2X2 甜 阵 
Xi ts) = 2X(t,s),t > s, X11(s,5) 二 1， 
X,, (1t,s) = 2X),(t,5),t > s, (ss) 一 0， 
X (ts5) 一 Xi) 十 Xits) st > s, Kls,s) 一 0， 
X (ts5) = Rist,s) +t Rt,s) ,st > s, Xls,s) = 1, 
可 以 解 得 , 当 之 ?时 ,有 
Xi 一 es) 一 0， 


《人 一 (一 了 ) 2 一 站 (1—s) (1—s) 
,1 (ft,5) = | 。 e dz 一 “ 一 e ， Ky(t,s)—e . 


可 


从 而 ,得 微分 方程 组 的 解 为 
X (4) = | eH YY, (Cs) ds, 


X,(1) = | (Te 一 ec]y CD 十 eco2Y CDyds 

例 7 随机 微分 方程 为 

X(t) +2X (0) +2X0) = WU). 

(1]) 设 {X(D) ,t 之 0) 是 方程 在 [0,co) 上 满足 初始 条 件 X(0) 三 
0,X (0) 王 1 的 解 , 求 X(b 的 分 布 函数 . 其 中 上 是 使 mx (1) = 
ELXCD] 一 0 的 最 小 正 值 . 

(2) 设 (XuoCDiE (一 ccoe)) 是 方程 的 平稳 过 程 解 , 求 Xo (2) 
与 Xo(0) 不 相关 的 最 小 正 值守 

解 〈1) 因 为 di 一 4aoa 一 一 4<<0, 所 以 


pi(t) = e” (cosBe 一 8 sing ) 一 e “(cost 十 sint)， 
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1 ，， 本 
ps (t) 一 Be sing = € sint， 


ht) 一 一 PCD = esint, t>0, 
0 


故 方程 满足 初始 条 件 X(0) 一 0,X (0) 二 1 的 解 {( 义 (1) ,t 之 0} 的 均 
值 函数 是 

mx(t) = ELX(t) | = esint, 
方差 肾 数 是 


Dy(t)=0 | 和 ‘sin’ sds 


一 s [1 十 e2(cos2t 一 sin2t 一 2). 
从 而 使 mx (2) ==0 的 最 小 正 数 是 :二 x. XX(2) 服 从 正 态 分 布 , 所 以 
X(N) ~ N[0,5 0 一 se) | 
X。 (的 相关 明 数 是 
Rx (1) = 2 pt) Ge "(cos |t |+ sin | #1), 
所 以 ,Xe (zi) 与 x Co 不 NO 1 一 3r/4. 
注意 ， 题 (D) 中 一 一 二，p 一 元 V420 一 中 


例 8 没有 隧 机 机 分 方 和 
X(t) +3X +2X0) = WC), 
求 在 [0,co) 上 满足 初始 条 件 X(0) = 二 cl ,X (0) 二 cs 的 解 . 
解 ” 因 为 a 一 4qoa, 二 1>>0, 所 以 
p(t)=2e ee , tlt)=e'—e, 
Pi) 一 e 一 e“，t 之 0， 
故 方程 满足 初始 条 件 X(0) =c ,XX (0)==cs 的 解 是 
X(t)=c(2e 一 e ')+ce,(e'—e) 


+ | 《ge 一 (3 91) ydW (Cs) 
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= (2a+c 一 | swWcod)e 


二 2 (| e*W(s)ds—c— ce, )e™. 
0Q 
例 9 已 知 伊 芯 随 机 微分 方程 
| dX(1) 一 一 XC d+ XdW), 





XX(0) 二 1， 

求解 过 程 X(z). 

解 取 f(t,z) 二 inx, 则 依 扩 散 过 程 的 导数 式 有 

_T_i /ll _1 1 J; 
df (X00))= | we ( 7 )X(D) — wen XD | 
X(t) 
tT wd a), 

所 以 dl(lnX()) =— di dW (2). 
由 此 得 出 InX(i 一 一 上 十 多 (站 )， 


X(t) = expl~— t+ W()). 
针 放 的 做 法 是 :用 普通 的 积分 法 则 将 W(z) 看 做 普通 陋 数 ,从 而 得 


到 错误 的 结果 X(t)= 二 exp 一 广 ! 十 了 (6 | 


通过 本 节 的 学 习 , 我 们 应 牢 牢 记 住 的 是 随机 微分 方程 的 解 也 
是 随机 过 程 ( 所 以 称 之 为 解 过 程 ) ,而 不 是 一 个 特 解 或 者 通 解 . 在 分 
析 和 求解 中 时 时 注意 ,就 不 会 出 现 错误 . 
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第 六 章 平稳 过 程 


第 一 节 ”平稳 过 程 与 协 方差 男 数 的 性 质 


主要 内 容 


一 、 严 平稳 过 程 及 其 数字 特征 
1. 设 随机 过 程 Xr 一 (X(t),tET} 的 一 切 有 限 维 分 布 函 数 
FCziTz ti tot) 当 点 如 ,t,t 时 间 轴 作 任 意 平 
移 时 都 不 改变 , 即 对 任意 自然 数 n, 任 意 ,ts，…,t,ET, 任 意 实数 
ri 当 志 十 rz 十 rz 十 rz 下 时 ,都 有 
FFGCziT Tti rts cy t,t) 
= F(x re Tanti ts t,), 
则 称 {X(2) ,tET) 为 严格 平稳 过 程 ,入 称 严 平稳 过 程 . 
若 {XCDzcE T 的 概率 密度 函数 存在 , 则 严 平稳 过 程 条 件 等 
价 于 
az yr Tt ct 二 tt, 二 7) 
= rz yz 
2. 严 平 稳 过 程 的 数字 特征 、 阁 (X(t),tET} 的 概率 密度 函数 
为 fi (zi;t) 二 f(zi;t 十 e) , 令 6 二 一 t), 则 


01) 均值 函数 ”mx C0) = E[X()] = | zi fx ;0) dz,. 
(2) 均 方 值 函 数 “如 (DD) 一 ELX2(DO] 一 | ztf(r;0) dz 
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(3) 方差 函数 DLX(CD] 一下 LXCO 一 mx(?) | 
一 | (zi — mx)’ f(z ;0) dz . 

即 均值 函数 、 均 方 值 函数 与 方差 函数 皆 为 各 数 . 

(4) 相 关 涌 数 ” 设 有 

fo xi yrstists) = fx ,Tr ;ti te,t, te), 
令 6 二 一 ，e 二 ts 一 t1, 则 
fx» To st ,7 ) — f, (Xi BF ;0 ,tT) -一 f» (Xi > ,T)， 
Ky ,Lt» ) 一 E[ X(t)X(r,) | 


一 | | zf (zly zyr)dzidz = Ry (rT), 

即 相 关 函 数 是 单 变量 r 的 函数 , 仅 与 rz 的 长 度 有 关 . 

(5) 协 方差 消 数 

Cy (fists)= ELXG) — mx | X(t,) 一 mx 
一 E[X(t)(,))— mi = Ry(rt) — mx = Cx(r). 

二 、 宽 平稳 过 程 

1. 设 Xr 二 {X(),tET} 是 一 个 复 值 二 阶 矩 过 程 ,大 Xr 满足 
以 下 条 件 : 

(1) my (ft) 二 ELX(1)] 二 mx (常数 )， 

(2) Cx C5,t) =ELX()—mx LX —mx j=Cx(s—t), 
即 协 方差 函数 只 与 (* 一 疙 有 关 , 则 称 Xz 为 宽 平 稳 过 程 ,简称 平稳 


过 程 . 
条 件 (2) 也 可 以 写成 
E[|XCO0)|:1=E[XCG) XRG) <0, 
且 ELX(CDXC 二 rz) |=Rx C7). 


2. 设 ({XCGDiETy YYGDET :是 两 个 平稳 过 程 , 若 互 相关 
吨 数 
Ri 十 zr) 王 ELXCDYCG 十 z)]， 
Rw (tt 十 r) = E[Y(t) XC 十 r)] 
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仅 是 = 的 函数 , 则 称 XC(2) 与 Y(z) 是 平稳 相关 的 ,也 称 X(DD ,Y(D 
为 联合 平稳 随机 过 程 . 即 互 相关 应 数 为 
Ri 十 r) = E[XG) Y(t 二 7)] = Roy(r), 
Ry (t,t 7) = ELYC() XCG 十 zr)] = Ry (0), 
互 协 方差 函数 为 
Cxwy tt 0) = E([XCO) — mx [YG+ Do Oo my)) 
~ Ryy(rt) — mxymy, 
Cyx (tstt r= E{[YCO) — my JLXG+ 7 O— mx)) 
= Kyx (Tt) — MyMmy, 
大 将 t 十 rt 写成;, 则 t==s 一 t. 
3. 协 方差 滔 数 与 相关 项 数 的 性 质 ” 设 {X(),tET} 是 平稳 过 
程 ,Rx(z) 是 相关 函数 ,Cx (7) 是 协 方差 函数 ,有 
(1) R,.(0) 守 0， Cx (0)>0; 
Ror)=Ri(r), Cxr(—rt)=Cx(r); 
[RxC7) {RO0), |Cxl0) |<Cx (0). 
(2) Rx (rt) 与 Cx (zr) 是 非 负 定 的 . 
(3) 车 mx 是 匀 (2) 的 均值 , 则 |mz | 志 Rx (C0). 
(4) 若 {X(t),t1E (一 co,c00)} 是 具有 零 均 值 的 平稳 过 程 ， 
Rx (7T) 二 EL[X(s)XC)] 是 相关 函数 , 则 {X(2) ,iE (一 o0,o0)}) 为 p 
(下 整数 ) 次 均 方 可 微 的 充分 条 件 是 Rx (DD) 在 t=0 处 2p 次 可 微 且 
连续 ,有 Rx (7z) 处 处 2p 次 可 微 , 且 
E[X™(s) XQ (1) = (~— 1) RY (0), 
其 中 r=t—s, 0&qp,， 0&rp. 
(5) 若 {X() ,TE 是 均 方 可 微 的 实 平稳 过 程 , 则 
E[X(#) X’ (#1) |=0, 
即 XX(z) 与 X'(z) 互 不 相关 . 
(6) 寿 平 稳 过 程 (XC(2) ,iET) 满 足 (1) 二 关 (t 十 ), 则 称 之 
为 周期 平稳 过 程 , 为 过 程 的 周期 , 它 的 相关 也 数 也 是 周期 函数 ， 
且 与 平稳 过 程 的 周期 相同 . 即 
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Ry (rz) — Ky(rt 十 ). 
(7) 者 平 稳 过 程 {(XX() ,1E€ (一 coyco))} 当 |r|l->coe 时 ,X(t 与 
X(t 十 马 相 互 独立 , 则 有 lim Cx 《二 0. 


《8) 车 有 平稳 过 程 {XC(),t1ET} 和 {YC(2) ET),T 一 (一 co， 
oo) 平 稳 相 关 , 则 
Ryylt) = Ray—7), Cyl) = Cy (— 07); 
[Ryy C7) | SRACONRyO, TCwy(n) | C0)Cy 0); 


| Ryy (7) | < [Rx (0) + Ry (0) |j， 


1Cy (CD | 过 专 [CxC0) 二 C,(0)] = 二 二 go2). 


4. 设 R(z) 是 平稳 过 程 {XC() ,1 ER}) 的 相关 函数 , 则 下 列 命题 
等 价 : 
(1)X7 在 二 R 中 均 方 连续 ， (2)X7 在 上 一 0 点 均 方 连续 ， 
(3)R(7) 在 R 上 连续 ， (4)RCr) 在 r 一 0 点 连续 . 
5. 设 {X(t),tER} 是 零 均 值 的 均 方 连续 平稳 过 程 , f(z) 是 分 


段 连续 函数 , 则 在 任何 有 限 区 间 上 均 方 积分 | /XCz) 存在 , 且 
对 任 一 分 段 连续 函数 g(t) 和 YE 互 ,有 
Cov(| f(D Xa, | gO) ds) 


prpb ~ 
_ | | R(t— $s) fC) ges dsdt, 


E[| rpDXCpd Y |= [FWELXCW Yd 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 平稳 过 程 ? 


答 ” 一般 来 说 , 当 产 生 随 机 现象 的 一 切 主要 条 件 可 看 做 不 随 
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时 间 的 改变 而 改变 时 ,可 以 把 由 此 形成 的 随机 过 程 看 做 是 平稳 的 . 
科学 技术 中 的 许多 过 程 都 是 平稳 的 . 
如 来 在 平稳 过 程 定义 中 ,平稳 条 件 不 是 对 任意 7n 满足 而 是 只 
对 有 满足 , 即 对 任意 选择 的 过 ts, 二 … 二 t, ET 和 任意 的 t 值 ,有 
F(x Tas ,Thy ti ts sty) 
=— F(ziyTr Tt 二 ct 二 t,t + 0), 
而 当 t>k 时 条 件 不 再 满足 , 则 XC) 被 称 为 上 级 平稳 随机 过 程 . 
对 广 乎 稳 过 程 或 二 级 平稳 过 程 , 知 它 又 是 二 阶 和 矩 过 程 , 则 


Fl X() | 一 | zdFy(x;t) =| zxdFy(zx) 二 mx( 和 常数)， 


Ry (i) ;ft ) 一 下 | XCz,) Xz,)] -一 TiT dFy (Xi » To St1 ,£2 ) 


= Ry(t, 一 广 ) = Ry(r). 

2. 为 什么 要 研究 平稳 过 程 的 相关 函数 ? 

答 ”平稳 过 程 是 二 阶 和 矩 过 程 的 一 个 子 类 ,X(t) 是 H 空间 ( 即 
布尔 伯 特 (Hilbert) 空间 ) 中 单 参数 的 一 条 曲线 , Rx (1 一 s) = 
FE[ XCs)XC)j 即 内 积 [XG2) ,XQ)] 只 是 (1 一 ;) 的 函数 ,其 几何 意义 
是 : 震 把 X(t) 看 做 三 维 欧 拉 空 间 的 一 个 向 量 , 则 XX() 是 平稳 过 程 
指 的 是 曲线 上 任意 两 点 所 对 应 的 向 量 X(Cs) 与 Xi 之 间 的 内 积 只 
依赖 于 (s 一 让. 这 时 ,曲线 和 XG) ,一 co 二 1 二 oo 是 一 个 大 图 . 因为 

[XCs), X(t) j=LXC), Xs) =R(0)=e 


为 常数 , 则 XO) 的 端点 都 在 以 原点 为 中 心 半 径 为 /c 的 球面 上 . 若 
增加 适当 的 条 件 , 可 以 证 明 曲 线 X(i 正 好 是 球面 上 的 大 圆 . 
相关 销 数 的 物理 意义 可 以 这 样 理解 ;在 问 定 位 置 观察 光 的 干 

涉 现 象 时 , 光 的 波 函 数 X(t,ow) 的 平均 辐射 强度 是 

FE[LXiC(2)] = E[X°: (1)] + ELX: (7) | 2E[X(G) XG — 7)). 
设 其 统计 特性 对 时 间 推 移 保持 不 变 , 是 一 平稳 过 程 , 则 有 
E[LX1(2)] = 2[Ry(0) + Rx(t)], RxCr) = EL[XCOXG—D1. 
相关 函数 R(t) 给 出 随机 现象 的 干涉 条 纹 形状 . 
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由 平稳 过 程 定义 可 知 , 相 关 蚊 数 的 研究 可 以 解决 许多 应 用 问 
题 ,特别 是 正 态 平稳 过 程 的 情形 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


第 一 类 问题 是 确定 问题 是 否 为 平稳 过 程 , 是 严 的 还 是 宽 的 ,是 
复 值 的 还 是 实 值 的 ,是 正 态 的 还 是 非 正 态 的 ,要 由 定义 出 发 认真 讨 
论 ; 第 二 类 问题 是 在 确定 平稳 随机 过 程 的 同时 ,计算 过 程 的 数字 特 
征 , 这 要 求 读者 熟练 掌握 概率 论 的 知识 (特别 是 数学 期 望 的 知识 ) 
和 级 数 的 技巧 ;第 三 类 问题 是 证 明 题 ,要 认真 理解 题 意 ,运用 已 知 
条 件 , 逐 步 求 证 分 析 , 有 一 定 难 度 . 

例 1 设 iA,,1 二 nNN?,(B,,1n 亿 NN) 是 互 不 相关 的 实 随 
机 变量 序列 , 且 

ElA,|]=E[B,|]=0, EIA,B,|=0,1<m,n<N, 

E[A,A, | = E[B,B, |] =6,0, m,n = 1,2,.%…,N. 

又 设 wo;w,，… ,wn 是 任意 正 数 ,证 明 . 


N 
XCG = >,[Acoswi 十 Bsinwti， —%<iti<% 


nn 二] 


征 平 稳 过 程 . 


N 
E[ X (7) 入 (s) | 一 2 og [cosw,t COSw,s 十 sinew,t sincw,s 


一 3 cos[w, (tC— s) | 


符合 平稳 过 程 定义 条 件 ， 所 以 {XC ,一 co<t<co)} 是 平稳 过 程 . 

例 2 设 热 噪声 的 取样 观察 值 为 {(X (bi 一 0, 士 1, 士 2,…)》， 
X(bi) 是 一 实 随机 序列 , 且 有 下 列 性 质 :(1) X(CDoO 相 互 独立 502) X(2) 
一 N(0,0 ) 分 布 . 求 其 均值 与 相关 函数 . 

解 mx(t)=E[X(z)]=0. 
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DLX(t] = 7， 
FE[X(t 二 5)X()]= 二 0 (由 相互 独立 知 ), t 关 0， 
/ ELX() X(t) |] = 0 , 
go， t=0, 
故 Ry (lr) -人 -之 0， 
由 于 相关 上 盟 数 只 与 有关 而 与 上 无 关 , 且 均值 为 常数 ,所 以 XCb 是 
一 平稳 随机 序列 ,日 为 实 平稳 序列 . 

例 3 设 有 正弦 波 过 程 X(2) 二 Acosl(wt 十 9), 其 中 振幅 A、 角 
频率 w 是 常数 ,相位 @ 是 在 [一 x,x] 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 
求 和 (7) 的 均值 与 相关 函数 ,确定 {XC() ,tET} 是 平稳 过 程 . 

解 ” 因 为 


mt)= EFX()] = | Acos(wt + 0) 元 d 


一 全 sin(wt 十 0) | 


天 





二 二 0，, 
Ry (t,t,)— ELX(G) XC,)] 


一 | A’cos(wti 二 Ocos(wt, 十 0) 0 


1 4? _ A” 
一 一 2 COsw(f — t, ) ~ 一 3 COSwr, TT ~ 一 t] -一 t» 3 


所 以 ,Rx 《tists) 与 ,ts 无关, 只 与 t 二 ti 一 t。 有 关 . 

从 而 知 {X(2),tE[ 一 x,xj) 是 宽 平 稳 过 程 . 

例 4( 请 动 平 均 ) 设 {X(n),n 二 0, 土 1, 士 2,…}) 是 标准 不 相 
关 序 列 , 即 E[X(n)]=0,E[X(n)XCm)]==0,m 关 n,E[|X(n)|’] 
一 1 证明: 

Y(n) = aoX(WD Ta Xn 一 1]) 十 … 十 a,(n 一 $s) 

是 平稳 序列 ,其 中 ae ,al ,…,a, 是 复数 序列 . 

证 因为 ElY(n) |=0, 





FlY(n+m) Yn)|= E[ aX (n+m—h) DaXn—i)) 
k=0 i 二 0 


2L3 


一 od EI XntmO—k) Xn i | 


-or 


0 去 上坟: 
0<<k 


所 以 ,Y, 的 均值 为 常数 ， 相关 函数 只 与 m 有 关 而 与 n 无 关 , 故 Y， 
也 是 平稳 随机 序列 . 

例 5 设 X,， n= 二 1,2,… 为 一 列 随 机 变量 , EL Xj] 二 0， 
ELX;X, |=0,izk, ELXX j=EL|X.| j=6.>0, 设 有 (X44), 二 


2,… 是 两 两 互 不 相等 的 实数 列 , 且 > E[| X |*] < oo, 证 明 ; 


Y(D) = 了 Xue 是 平稳 随机 过 程 
E[Y(t+r) YO)] 


— El > X, ee) > x, @ ii | 
i=1 
gf > X,X, Cj (HH) er | 


= >) SS E[X,X, em CY = Da， 
所 以 ,相关 晴 数 是 时 旧 相差 。 的 函数 , 即 


Yb tT 二 0， 


从 而 YC) 是 一 平稳 随机 过 程 . 其 中 & 代表 谐 波 分 量 X,e* 的 功率 
的 平均 值 . 
例 6( 随 机 相位 过 程 ) 设 SCb 是 一 周期 为 工 的 函数 ,op 是 在 
[0,Lj 上 均 久 分布 的 随机 变量 , 称 Xi 一 SG 十) 是 随机 相位 周期 
ZL4 


过 程 ,讨论 其 是 否 为 平稳 过 程 . 
解 ” 因 为 


L 
EL[X(D)]= ELS(+9)]=| FSCG+9)dp 
= LL 
| Sw du 
L tL 
I SCodx 十 寺 | SC du 


| scoau+ i Sl(u—L)du ( 邻 u 


i SC du 


— 上 = vw) 
工 | ,SC dv 
L 

1 _ 党 

一 了 | sew 常数 ， 
又 Ry (t,t i) 


= E[X() XG+ 7] = + SG 十 ODSG 十 rz 十 ojde 


= 了 Sw Su du 


= SOD Su Ddu 


i a 
+¥| Su—I)SGu—LiDdu 


pr 


=+| SoSCz 十 dz 十 了 | SCoSCo 十 Ddz 


=+| S(W SCut Ddu = Re(D), 


所 以 ,随机 相位 过 程 是 平稳 过 程 . 
从 以 上 例题 可 以 看 出 ,在 求 均值 消 数 与 相关 卫 数 时 ,在 连续 孙 


数 情形 时 ,计算 中 要 注意 利用 分 段 求 积 . 周 期 函数 .变量 代 换 等 积 
分 技巧 . 
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例 7 设 (XGDtiE (一 coco)) 是 一 个 零 均 值 的 平稳 过 程 , 且 
不 恒 等 于 一 个 随机 变量 , 问 XX(#) 十 XX(0) ,IE (一 coyco) 是 否 仍 是 
平稳 过 程 . 

解 由 题 设 知 EL X(t) ]==0,Rx (t,t 十 7) 二 Ry (Cr)， 

设 Y(2)=X()+X(O0), 

刚 ElYCQ) |] 一 ELXCO 十 ELXCO)] 一 X(CO)， 

Ry(Ct 十 r) 一 开 (LXCGb 十 X(CO) ]LXCG 十 rz) 十 X(CO)]) 

一 E[LX() X(T + ELX(OO XGO] 
二 EL XC() X00) | 二 + ELXCO)XCO)) 
~— Rx(r) + XO0) {ELXG+ 7 二 + ELXG)]} 
十 XX*(0)， 
所 以 ,YQ) 二 X(z) 十 XC(0) 不 是 平稳 过 程 . 

例 8 复 随 机 过 程 ZC() 二 了 (2) 十 说 (), 若 E[2Z()]= 
ELXO)j] 二 HLYQ)j]==mwz 是 复 常数 ,相关 函数 EL[ZC)ZCt 十 )]==Rz(z) 
是 只 与 有 关 的 复 值 函 数 , 则 称 Z(z) 是 复 平稳 过 程 . 

这 Ai(k 二 1,2,…,n) 是 个 实 随 机 变量 ,wi 《k= 二 1,2,…,n) 是 
7 个 实 第 数 . 问 :4A, 以 及 各 A; 之 间 应 满足 什么 条 件 才 能 使 Z(2) 


一 SD Ae 是 一 个 复 平 稳 过 程 ? 
解 ” 因 为 
mz(t) = E[Z(D] = E[ D Ae% ]= DECA ee", 
二 1 k=1 


可 却 当 且 仅 当 EC(A) 二 0 时 ,mz(t) 才 与 1 无关. 又 
Ry(t,t+ 7 = ELZCG) Z(t 二 7) |] 


-~ El SA, gjwt Aceriecetn | 
k=1 r 一 1 


本 > SELAA, em eio, 
k=1 和 一 二 
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当 生 仅 当 E[A,A,]= -人 时 ,有 


Ry (rt) 一 一 De er, 


知 此 时 Ri (7) 与 1 无 天 . 所 以 ， 2(D 为 复 平稳 过 和 的 条 人 是 
E[A,|=0, k= ] ， 2 
ETAAN = > RL = 1,2,.,n 
0， R 天 


例 9 设 {(X(2),tET}) 是 一 均 方 可 微 的 实 蜗 平稳 过 程 , 令 Y(t) 


一 人 X CD) ,t 忆 本 , 证明: {YQ) ,LET) 是 实 宽 平 稳 过 程 . 


证 因为 E[Y0)1=E[X'0)]= 旦 人 一 0， 
R(t 0D)= ETYOYG+ DD] = ETYyCr )Y(Ce 


2 
~ ELX’ (GX CD)] 一 F7 Ir Rx —t) 


一 Ry (zi 一 £1) = 一 Ry (¢, —t) -一 一 Ry (z) 9 
] 


所 以 , 依 定 义 条 件 , {Y(2) ,t:ET) 是 实 宽 平 稳 过 程 ， 

例 10( 随 机 电报 信号 过 程 ) 设 随机 过 程 {(XC() ,iE€10,o0))， 
Xi 一 XCO) (一 1 ,其 中 P{X(0)=1)}==P{X(0)= 一 1}=1/2， 
{N(2) ,iE10,o0)) 是 泊 松 过 程 , 且 N (2) 与 X(0) 相 互 独立 ,证 明 
({XCDO EL0,co)) 是 平稳 过程. 

证 ”由 题 设 PI{X(bO 一 1])} 一 已 (Ch 一 一 二 一 1/2， 

故 FEEXCD] 一 0. 

RxCtt 十 z) 一 下 [XGODXCG 二 rr)] (cr > 0) 
= P{X()XCGT7T) = 1}— PIX(OD) X(T 一 一 上 
二 P{N(7) 二 偶数) 一 P(N(r) = 奇数 ) 


QD a AD! 
2 (2k)1® 之， CRIT 
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oO 二 
—AT (AT) _. _—2Ar 
kl ~ 

k=0 。 


当 r<0 时 有 类 似 结 果 , 即 应 有 
Rx(tyt+r) = er". 
故 知 {X(2) ,tiEE0,co) ) 是 宽 平 稳 过 程 . 
注意 ”应 很 好 去 体会 相关 函数 等 式 中 为 什么 有 第 二 个 和 第 三 
个 等 号 成 立 . 


例 11 有 一 维 游 走 过 程 Y, ,其 中 Y。 = 0,Y， = DX ,X; 是 


分 布 列 为 PKX; 一 一 二 一 q 一 1 一 加 ,了 (Xi 一 1) 一 旋 的 随机 变量 ， 且 
各 Xi 相互 独立 . 求 P{Y, 二 m}) ,ELY, 1], DLY,j, 并 讨论 当 如 > 时 
Y, 是 否 平稳 . 
解 ”由 特征 函数 定义 ,有 
Px 《7) = El[e™:|= pe’+ge™, i=1,2,,n 


又 因 Y, = 二 > X, ,所 以 
1=1 


py (v) = (pe” 二 ge”)” _. > Cp™*g kj oe ky 
是 一 站 


3 Cp tote 
0 
依 定义 py (V) = DP{Y, = m}e”™, 


se nl! 并 一 中 顽 _ ee 
故 ” PI{Y, = 二 n 一 2k) A Ei zip 9 ， k=0,l1,.,n 
令 m 二 n 一 2k, 即 得 


ni nH 
P{Y, — m) — 9 (2 )/2 ， 


[aa—m) /2 a tm) 
m =—n, — nt 2,.,n, 
ElY,] = >) ELX,] 一 Pipt+ lg] = n(p— oq). 
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又 因 ELX; l=1 p+i+(—1)’g=p+g=1, 
故 DLX,J=ELX; ]—{ELX,1)’=1—(p—a)’, 
DIY,J]=n[1—(p—a)’ |. 

当 p>>gq 时 ,因为 Y, 的 均值 与 方差 都 有 随 n 线性 增加 的 趋势 ， 
所 以 Y, 是 非 平稳 的 . 

例 12 给 定 一 个 随机 变量 9, 其 特征 现 数 为 p(v), 田 给 定常 
数 ,构造 一 个 随机 过 程 X(t) 二 cos(wt 十 8) ,证 明 ; 当 日 仪 当 wp(1) 
二 gpg(2) 二 0 时 , 义 (t) 是 宽 平 稳 过 程 . 

证 ”因为 均值 函数 

mx(t)= Elcos (wt 二 O) | 
= E[| cos® jcoswt — El[ sin® |sinwt, 
显然 , 当 且 仅 当 gpg(1)= 二 ELcosB8j 十 jLsin8j]==0 时 ,mx (2) 才 与 1 无 
关 . 又 相关 函数 
Ry(t+ r,t)= E{cos[w(tit7) 十 四 jcos (of O))} 


-一 3E[coswr 十 cos (2wt 十 wt 十 29) | 


一 方 cosar 十 3E[cos2@]cos(2wt 十 wrt) 


一 二 E[sin 28 |sin (2wt 十 cz)， 


显然 , 当 且 仅 当 pg(2) 二 HLeos28] 十 jEL sin28] 二 0, 即 有 也 cos298]= 
0, FLsin28]==0 时 ,Ry (i 十 zc, 与 1 无关 , 仅 与 t+ 有关. 
因而 , 当 且 仅 当 o(1) 一 2(2)= 王 0 时 ,XX() 是 一 个 宽 平 稳 过 程 . 
例 12 与 例 3 极 其 相似 ,讨论 的 是 同一 个 问题 ({X(z)}) 是 平稳 
过 程 ) ,但 两 者 从 不 同 角度 出 发 . 读者 应 逐步 掌握 从 不 同 角度 讨论 
一 个 问题 的 能 力 . 
例 13 设 随 机 过 程 由 下 述 三 个 样本 函数 ;X(t,e)= 二 1， 
X(t,e,) 二 sint,X(t,e;) 二 cost 组 成 , 旦 等 概率 发 和 后， 
(1) 求 均值 mx (t) 与 相关 函数 Ry (ti ,ti); 


(2) 讨 论 {XGQ),tET}) 是 否 为 平稳 过 程 . 
解 《1) mx (D 一 ELX(D] 一 所 [1 十 sint 十 cosi]， 
Ry (t,t,)= ELX() X(t,) | 


。 1] 十 于 sint sint, 十 二 cost cost, 


wl w|i 


(1 十 coszr) ， TCO 11 iy. 


(2) 显然 ,均值 mx (C2) 与 有关, 所 以 不 是 平稳 过 程 . 
例 14 设 有 随机 过 程 Z(t) 二 Xsint 十 Ycost, 其 中 X 关 和 Y 是 相 
互 独 立 的 随机 变量 ,它们 都 分 别 以 2/3 和 1/3 的 概率 取 值 一 1 和 
2, 求 Z(t) 的 均值 函数 与 自 相关 函数 ,并 讨论 Z(D 的 平稳 性 . 
解 mt) 二 EL[XsintYcost] 二 EL[Xjsint+ ELY jcost 二 0， 
R,(t ,1,)= EL (Xsint + Ycosti) (Xsint, 十 Ycost,)| 
一 EFE[X’ |sint sint;, + EL XY |(sinti costs 十 costi sint, ) 


+ E[LY” jcost, cost,. 
因为 ” E[X’|=E[lY’:|=2, EL XY|J=ELXJELYjJ=0, 
所 以 RN) 一 2cos( —t,) = 2cos | r|. 


从 而 ,可 以 确定 Z() 是 宽 平稳 过 程 . 又 因为 
E{[Z(2) = EL(Xsin tt Ycost) | 
一 EX’? |sin’t + 3E[ XY |sin’ tcost 
+ 3E[ XY’ lsintcos’t + ELY® ]cos zt 


而 EF X:]=E[Y’]=(—1)’. 全 十 2 “二 一 2， 
E[X:Y]=E[LX’:JE[Y|=0, E[XY’]=0, 
所 以 E{[Z2(1) 1 }=2(sin' tcos t). 


例 15 证 明 : 当 上 生 仅 当 UU 与 V 是 不 相关 的 随机 变量 ,并 且 均 值 
都 为 零 .方差 相等 时 ,过程 X() 一 U coswt 十 V sinwt 是 党 平稳 过 程 . 
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证 充分 性 设 U 和 V 是 满足 条 件 的 随机 变量 , 则 

mx(t)= ELX() ] = ELU coswt +tV sinwt| 

一 E[U lcoswt + ELV Jsinwt = 0， 
Ry(t+ r,t) 
= 五 {LUcosw( 人 十 rz) 十 Vsinw( 人 十 z) [Ucoswt Vsinwt |) 
— E{U cosw (t+ recoswt 十 Vsinw( 人 十 r)sincz》 
十 E{[UV |j[eosw (tr)sinwt + sin(tt recoswt |) 
=gcoswr (lo = DIU|= DLV)). 
所 以 ,满足 定义 条 件 ,X(t) 是 宽 平 稳 过 程 . 
必要 性 ” 设 XQ) 是 宽 平稳 过 程 ,大 
ElUVJ]=mu, ElVJ=my, 


则 | mx (t) = nN, COSwt 十 my SiNn cwt. 


若 mx《0)= 二 0, 有 m, 二 0; 取 一 ?时 ,有 mv 二 0. 若 mx (2) 关 0, 取 


一 0 与 :一 7, 有 mx 二 7 二 7ny 于 是 
1] = coswit 十 sinwt,， 

显然 ? 在 一 些 点 ? 如 一 本 点 9 上 式 不 成 立 9 故 必 须 有 1 ny 二 0. 
又 

E{ X(t 二 X(t)|= E[U’ lcosw (t 十 ft)coswt 十 EfV’j， 

sinw (tr)sinwt 二 + ELUV lsinw (r+ 22),， 

要 上 式 与 1 无关 , 则 必须 ELUVj==0,EL[U?]==ELV”], 即 给 出 了 题 
设 条 件 的 必要 性 . 四 

例 16 设 有 复 随 机 过 程 Z(1) 二 Zie'!' 十 Ze r,tE€ (一 00， 
co ) ,其 中 从 » A» 是 实数 s Al 天 1， , 和 而 pA ,La 是 不 相关 的 复 随 机 变量 . 
已 知 FLZ =EL2Z |=0,E[ Li 一 al ,El[ | Z [站 os ,讨论 Z(t) 
的 平稳 性 

解 mz()=E[2Z()]=E[Ze :十 Ze ] 一 0， 
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RzGtt 十 rz 一 下 L2Z ,2Z 
= E[ (Ze +Ze*') (Ze 十 Ze )] 
一 下 [| Z|’Je™'+E[|Z, |*Je'™' 
— = oe JA1T 十 e ?2 5 
显然 ,相关 函数 仅 与 -有 关 而 与 t 元 关 , 所 以 (Z()} 是 复 平 稳 过 程 . 
顺便 指出 , 复 平稳 过 程 的 相关 明 数 有 如 下 性 质 . 
(1) RC0)=E(|Z2C0) | ); (2) |RyC7) |RR,(0); 
(3) Ry(—7) =R,(7); (4) Rz(zt) 具 有 非 人 希 定性. 
例 17 设 (X(),t1E( 一 co0,00)) 和 {YC(2) ,1E(《 一 0c0,c0)) 是 两 
个 随机 过 程 ,X(t) 一 Ucoswt 十 Vsinwt Y(t) 二 一 Usinwt 十 Vcoswt. 
其 中 U,V 是 两 个 均值 为 零 ,方差 为 ao 的 随机 变量 , 且 互 不 相关 . 
证 明 ;X(z) 与 YO) 是 两 个 平稳 相关 的 随机 过 程 . 
证 显然 ,XX(z) 与 Y(z) 是 两 个 宽 平 稳 过 程 . 
Ry (ti,t,) = Ry Cr) = go coswr, 
Ry(t,t,) = Ry(r) = og coswr, 
| ELXG)| = ELYG)|=0, 
Pp ;t2) = EL X(t )Y(z,) | 
= E{[Ucoswti t+ Vsinwt) |[— Usinwt, + Vecoswt, |)} 


2 ， 
一 一 和 SINwr, 7 一 tl 一 万 . 


类 似 地 ,有 Ryx (zt ,t, ) =0° sinwr. 
于 是 知 ,X(2) 与 (2) 是 平稳 相关 的 随机 过 程 . 
例 18 设 (X(z),t€ET) 是 实 平稳 过 程 ,Rx (rt) 二 25 十 一 一 
计算 X(2) 的 均值 与 方差 . 
解 因为 lim Rx 7) = Imx1 = 二 25, 所 以 X(t) 的 均值 
ELX() |] 二 mx = 十 5. 
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To 


DLX() 一 4. 
例 19 设 Xr 二 {X02),tET} 是 正 态 过 程 , 且 EL1XC2)1 天 0， 
证 明 :Xr7 是 马尔 可 夫 过 程 的 充 要 条 件 是 其 规范 化 相关 函数 满足 
r(5 1) = rlsyt)r(tyu), st QQ) 
其 中 规范 化 相关 函数 
ps) = RD 。 
VRxCs,s) Rx (t,t) 
证 ”必要 性 设 均值 为 零 ,X(w) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 则 由 条 
件 期 望 ,有 


_ E[ XC XC 
E[| X(u) | X(t) | EF XT) X(t), 


由 马尔 可 夫 性 ,上 式 等 于 
ELX(u) | XG) ,XCs)] 


_ _ E[XC() XC) 
El XC(u) | XO) | Er cr) X(t). 


对 等 式 两 边 飞 以 X(Cs) ,并 取 期 望 , 可 得 
E{X(s)EL XO) | XO), XCs) |) 


_ EL[ XX(u)) 
EX: CD El X(t) XCs) ]， 


由 条 件 期 望 性 质 , 得 
FE{XCD)ELXCe | XCGD,XCG)]) = ELXC(s) XJ) 
即 必 要 性 得 证 . 
充分 性 ”由 条 件 得 


R(t,u) 
E[ XC A XC Xs) | 


_ _ R(t,u) 
一 RK(s,u) Re Es 


—VR(s,s Ru wu) [rsyu) — rssi)rlt,u) | = 0,， 
所 以 ,对 任意 三 <b< < 过 wu, (X40) ,X(t,),…, 闵 (z,)} 的 最 住 
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线性 预测 是 Re X(t,). 由 于 {X(2)} 是 正 态 过 程 ,最 佳 线性 巴 


测 即 为 最 佳 预测 ,有 
ELX(u) | XC ), XC) XC ) 一 Re 


当 X(t) 是 正 态 时 ,上 式 右 边 即 ELXCw) | XCz,)]. 

当 过 程 Xr 是 平稳 过 程 时 ,命题 成 为 

rt 十 $s) 一 7rCt75S) ts 之 0， (D) 

即 知 ,平稳 正 态 过 程 是 马尔 可 夫 过 程 的 充 要 条 件 是 式 @ 成 立 . 

例 20 证 明 . (1) 大 Xr 二 {Xn), 7 二 0, 士 1,…}) 是 平稳 正 态 
时 间 序 列 ,Rx (0) 关 0, 则 Xzr 是 马尔 可 夫 过 程 的 充分 条 件 是 相关 隔 
数 有 形式 Ry (n) = 二 a"Ry(0) ,nn 之 0,|a| 志 1. 

(2) 车 外 f+ 二 {六 (1),tE (一 00,o0)) 是 平稳 正 态 过 程 , 则 X7 
是 均 方 达 续 的 马尔 可 夫 过 程 的 充 要 条 件 是 相关 消 数 有 形式 

Ri 一 ef XRy(0), t>0, Rea0. 
证 (1) 行 Xr 是 马尔 可 夫 的 , 则 上 例 中 式 @ 成 立 , 即 





X(t, ). 








rn) 一 71 1)r() 一 7 一 2)7r0LD)7r() 一 … = 二 rr (1l) 
- Kx(n) 1 人 xlL) 
或 Ry(0) (Ro) ' 


令 a 二 R(1)/R(0), 则 命题 成 立 . 反之 , 若 命题 成 立 , 则 标准 化 相关 
函数 Co) 一 Rx CDVRx(0) 一 a” ,满足 例 19 中 式 @, 从 而 命题 得 
证 . 

(2) 即 连续 参数 情形 . 若 Xr 是 马尔 可 夫 的 , 则 例 19 中 式 @ 成 
立 . 又 由 于 X17 均 方 连续 , 故 r(t) 是 连续 的 ,于 是 式 加 有 连续 函数 
解 r(2) 二 et>0. 叉 由 平稳 过 程 相关 遇 数 性 质 知 ,|r(2) | 二 1, 所 
以 Re a 二 0. 反之 ,各 7r() 满 足 命题 要 求 ,可 以 验证 , 式 @ 也 成 立 . 
所 以 XT 是 马尔 可 夫 的 . 又 因为 满足 命题 要 求 , 故 Xr 还 是 均 方 连 
续 的 ,从 而 命题 得 证 . 
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第 二 节 平稳 过 程 的 各 态 历经 性 


主要 内 容 


一 .平稳 过 程 的 各 态 历经 性 即 思 历 性 
1. 攻 人 (btE( 一 cco)) 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 , 则 称 


1 
(XD = Li im 直 | Xd 


为 具有 均 方 连续 的 平稳 过 程 的 时 间 均 值 . 
2. 设 {X(t),tE( 一 co0,00)} 和 (XG)X(C(t 二 7T), t,t 十 te 
《一 co ,00)} (rt 固定 ) 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 , 则 称 


(XD XC 干 可 ) = Li im 二 | X(CDXC 二 Ddi 


为 具有 均 方 连续 的 平稳 过 程 的 时 间 相 关 函 数 . 
3. 设 (X(t) ,1E (一 coyco)) 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 . 
(1) 夺 (XC(2)) 二 ELX(2)j] 二 mx 以 概率 1 成 立 , 即 对 任意 s 盖 
0, 有 
limP{| (X(D)) —ELX()] lSe} = 1, 
则 称 均 方 连续 的 平稳 过 程 的 均值 有 各 态 历 经 性 . 
(2) 若 (X(CDX(C 二 cr) 一 ELXCDDXC 二 rr)] 一 R(Czr) 依 概率 1 
成 立 , 即 对 任意 e 二 0, 有 
limPl (X(t) X(t — Ry) | 二 ge) 一 1， 
则 称 均 方 连续 的 平稳 过 程 的 相关 函数 有 各 态 历经 性 . 
(3) 蔡 均 方 连续 的 平稳 过 程 {( 关 (1),，tE€ (一 co,co)}) 的 均值 与 


相关 函数 都 有 各 态 历 经 性 , 则 称 此 平稳 过 程 是 各 态 历经 过 程 或 遍 
历 的 . 


4. 均值 各 态 历 经 性 定理 ” 均 方 连续 的 平稳 过 程 {X(), iE€ 
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(一 ce,coe) } 的 均值 具有 各 态 历经 性 的 充 要 条 件 是 


1 和 1 
lim 疝 | (1 2 个 ) CRx Cr) | mx 人)dz 一 0. 


5. 相关 函数 的 各 态 历 经 性 定理 设 人 (区 ，5E (一 cco)1 和 和 
{XX(2)XC 二 7) ,tt 十 TE (一 coyco)) Cr 固定 ) 为 均 方 连续 的 平稳 
过 程 , 则 XC) 的 相关 函数 Ry(z) 具 有 各 态 历 经 性 的 充 要 条 件 是 


1 人生 | | _ 
lm 者 | (1 一 3 -一 上 一 FLB(n) 一 | Ky(r) | dr = 0， 
其 中 De Tr 

注意 rz 是 固定 的 ,mr 是 变动 的 . 


6. 均 方 连续 的 平稳 过 程 {X(CiyzE[o,ce)) 的 时 间 均 值 
(XD) =Lim 直 | Xd 与 集 均值 E[X(2)] 一 m 以 概率 1 相 
等 的 充 要 条 件 是 


T 
lim 圭 | (1 一 |) Rx® 一 | mx 人 ?dz = 0. 


和 若 {XCDy tiEL0，co)) 是 实 平均 方 连续 的 平稳 过 程 , 则 其 充 要 条 
件 是 
im 二 | (1 一 到)GRxCn — m2)dr = 0. 
7. 均 方 连续 的 平稳 过 程 {(X() ,IEL0,eco)y》 和 (CDXCE 二 rzr)， 
+ trE [0,co))(r 固定 ) 的 时 间 相关 函数 (XG) XC 二 5》= 


Li mn 于 | X(CDXC 二 订 d 与 相关 函数 Ru(D 一 ELXCDXC 下 可 


依 概 率 1 相等 的 充 要 条 件 是 
im 地 | (1 一 -全 )CBe) 一 |RxCo 15dn =0, 
其 中 BCnm) 一 LXCG 二 rz 十 )XCG 十 局 )XCG 十 r) XGO) 1 
奉 {(XGCGD)，tELo,co)} 是 实 的 均 方 连续 的 平稳 随机 过 程 , 则 充 
要 条 件 是 
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im 于 | (1—2){Br) 一 [ReCoD 了 jda 一 0 


于 

8. 设 (XiE (一 cco)} 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 ,ELX(Co] 
一 0, 其 均值 一 数 具 有 各 态 历 经 性 的 充 要 条 件 是 : 它 的 谱 函 数 
Fy(w) 在 w= 二 0 处 连续 . 

9. 信人 XCDOE( 一 cco)) 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 , 其 和 目 相 关 
蝴 数 具有 各 态 历经 性 的 充 要 条 件 是 : 它 的 谱 函 数 Fw) 是 连续 函数 . 

10. 设 {X(t),t1E€(《 一 oo0, 00)} 是 平稳 正 态 过 程 , 若 有 
lim Ry(t)=0, 则 (XC) XUT7) = Ry(r). 


11. 平稳 过 程 的 采样 定理 。 设 {X(t) ,1E (一 co,co)) 是 均 方 连 
续 的 平稳 过 程 , 若 其 谱 函 数 Fx(w) 满 足 条 件 | dFCw) 一 0 , 风 


取 采 样 间隔 A 一 地 时 ,有 下 式 成 立 : 


Xi) = 3 Xa) {sin| EA A | | | |. 


12. 平稳 过 程 (X(t) ,iEL0,co)}) 是 均 方 连续 的 , 则 X(z) 的 均 
值 沙 数 估 计 式 是 


相关 清 数 的 倘 计 式 是 
R, (7) = zr, r= 1,2,"" ,Mm 人 
其 中 NN 是 采样 值 的 个 数 ,r 可 取 小 于 NN 的 任意 的 正 整数 . 


疑难 解析 


为 什么 要 讨论 平稳 过 程 的 各 态 历经 性 ? 什么 是 平稳 过 程 的 各 
态 历经 性 ? 其 理论 依据 是 什么 ? 
答 要 讨论 平稳 随机 过 程 的 数字 特征 ,就 应 该 知道 一 族 样 本 
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函数 . 而 样本 函数 往往 需要 经 过 大 量 的 观察 试验 ,然后 用 数理 统计 
的 点 估计 理论 进行 估计 才能 取得 ,其 要 求 是 很 高 的 . 讨论 平 太 .过 程 
的 历经 性 ,就 是 讨论 能 否 在 较 宽 松 的 条 件 下 ,用 一 个 样本 函数 去 近 
似 计算 平稳 过 程 的 均值 协 方差 喇 数 等 数字 特征 . 

平稳 过 程 的 各 态 历经 性 ,用 数学 语言 来 说 , 即 关 于 (充分 长 ) 时 
间 的 平均 值 , 近 似 地 等 于 观察 总 体 的 集合 平均 值 . 如 对 均 方 连续 的 
实 平 稳 过 程 { 久 (1) ,1E (一 co0,00)) ,mx 二 EFE[X()j 是 义 () 的 均 
值 ,是 平稳 过 程 中 所 有 可 能 出 现 的 曲线 (样本 函数 ) 的 集合 平均 值 . 


T 
而 对 XC) 中 任 一 现实 曲线 zx(D ,mr = 而 |_z (dt 是 z(1) 在 


[一 了 ,了 上 对 时 间 上 的 平均 值 , 称 为 时 间 平 均值 . 显然 X(z) 的 每 
一 曲线 都 在 mx 的 上 下 波动 , 则 可 以 想象 , 当 工 充分 长 时 该 现实 曲 
线 z 蕊 必定 经 历 过 X(b 中 曲线 所 经 历 过 的 所 有 状态 ,所 以 暴 线 
X(t) 可 以 很 好 地 代表 实 平 稳 过 程 {(X(2) ,1€ (一 cc 的 整个 性 
质 ,如 mrmx. 对 于 这 样 的 平稳 过 程 , 称 具 有 各 态 历经 性 ,但 只 在 
一 定 条 件 下 的 平稳 过 程 , 才 具有 各 和 个 历 经 性 . 

各 态 历经 性 的 理论 依据 是 大 数 定律 . 因为 随机 过 程 的 样本 天 
数 按 不 同时 刻 取 平 均 , 随 不 同 的 样本 而 改变 ,是 一 个 随机 变量 . 但 
当时 间 充 分 加 长 时 ,随机 过 程 的 样本 函数 的 按时 间 平 均 依 大 数 定 
律 越 来 越 近似 过 程 的 平均 (如 mr 关 mx). 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


讨论 平稳 过 程 的 各 态 历 经 性 一 般 都 是 从 定义 出 发 ,验证 定义 
的 条 件 . 讨论 中 要 注意 运用 积分 的 技巧 ,特别 是 周期 函数 的 积分 性 
质 . 计算 相关 函数 等 数字 特征 要 注意 问题 的 具体 情形 ,防止 出 错 
例 1 设 Cu.(r) 是 平稳 过 程 X (4) 的 协 方差 函数 ,证 明 ; 若 
Cx C7) 绝对 可 积 , 即 | 1Cx(oD1dr<<co , 则 XC2) 的 均值 具有 名 态 
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历经 性 . 
-Hooe 
证 设 | |Cx(D1dr 一 A 二 %, 且 A>0. 因 为 





1 rT | zz 2 
元 | (1 一 下 )CRxco 一 | mx |*Jdr 
| 1 天 RC — mz | dr 

A 
[Cx(D |r < 于 | CxCD1dz 扩 余 ， 


2 了 
所 以 im 地 | ， (=- CRC 一 mx |*Jdr =0. 


故 依 定 理 知 ,X(z) 的 均值 具有 各 态 历 经 性 . 

例 2 设 SD 是 一 周期 为 械 的 区 数 ,8 是 在 (0, 了 T) 内 服从 均 
匀 分 布 的 随机 变量 , 则 称 X(#)= 二 S(t 十 9) 是 随机 相位 周期 过 程 ,是 
一 个 平稳 过 程 .证 明 ;随机 相位 周期 过 程 是 各 态 历 经 的 . 

证 设 周 期 为 TT, 则 


了 0 
El X(t) |= EL S(t +0)|]= | S(t 二 OO) 示 d9 





] 7) 1 了 T0 
一 去 | SCo)do = 云 | SCo)do， 


而 。 如 赤 [外 | se+ed] 


= lim 站 二 | SC 十 90) 由 一 去 | SG 十 0)d 


-一 一 - 1 ? 二 9 ed 
= | SCo)de 二 | SCo)de = ELX(D] 
由 周期 性 可 得 


1f 
《X(t))= lim 7 im 7 了 | SC 二 0)d 


-lim 荆 芝 | ， SG 十 0)d: = ETX(CD]， 
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Rtst+ 7)= ELSCG 十 9)SCG 二 rr 十 9)] 


To 
一 | SC 十 9)SCG 十 9 十 站) 下 dg 
1 Tt : 
— 去 | S(o)SCo 十 Ddo = RxCr). 
注意 到 周期 性 ,有 
了 
(XKXG+D) = lim 二 | SG 二 0SG 二 十 ad 
了 2 一 个 


2 
= lim 六 天 | SC 十 0SCG 二 OO 十 DDd 


1 tt 
= lim 示 | S(Co)SCp 十 dp 


-- 去 | sp)sCp+ -dp， 
故 依 定义 知 , 随机 相位 周期 过 程 是 各 态 历 经 的 . 
例 3 设 有 随机 过 程 XCb 王 Asin(2rxBii 十 昌 ) ,其 中 A 是 常 
数 ,Bi 与 @: 是 相互 独立 的 随机 变量 ,BO 的 概率 密度 函数 为 偶 函 
数 ,@， 在 | 一 xz 上 均匀 分 布 . 证 明 : 
(1) XQ 是 宽 平稳 过 程 ; 
(2) XX() 的 均值 是 各 态 历 经 的 . 
证 〈17) 因 为 El g(®, ,0,) |]=E{ElLg(®, 人。 ) |@, ) , 故 
mx (1)= ELAsin(2rx@,t + 8,) | 
= AE{E[ sin2x®, tcos®, + cos2rgi tsin®, ) | ©, )} 
一 AF {sin2x®, tE[L cos®, | cos2xn@.tE[ sin®, |} 
一 0， 
Ry(lti,t,)—= E(Asin(2r@ t+ 0O,) »。 Asin(2r®, 1, 十 加 )} 


A 
一 E({ELcos2n®, (ti — t,) 
-一 coOS42rO) 《二 十 t,) 十 20, ) | 9 ]) 
2 
— -ELcos2x@, (#1 — t,)] 
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= A’| cos2rb Ct —12) fa (0)d0, = RxC®), 
TT 二 tt,， 
所 以 依 定 义 知 ,X(t) 是 宽 平 稳 过 程 . 
(2) lim mm 二 | _ Xdz 
一 lim m 去 | Asin(2n0t+0,)dt = 0 = mx(t)) 
所 以 X(Ci) 的 均值 是 各 态 历经 的 . 
也 可 以 直接 由 定义 证 明 X() 是 党 平稳 过 程 ， 
因为 f (0 ,0,) = fC0,) fC0,),PhE 


mx (=| | AsinC2n0itt 6) fiC0,) fC02) dd0, 


=A| | 去 sinC2xbz 十 22db |fi C01)d0. 
一 总 ， 
Rxbtist)=A’| [| {cos2n0 (a 一切 


_ cosf 2n0, ( +1,) + 20,] 六 9 | C0,) d0, 


一 4 cos2x0, (六 — 1,) fi (0, ) do, 


= Ry(r), t=t—t,. 
例 4 设 {XQ(), 1E( 一 00,o0 儿 是 一 个 随机 过 程 ,XX(2) 二 YY,，Y 
是 一 个 非 退化 ( 单 点 分 布 ) 的 随机 变量 ,讨论 XC(2) 的 各 态 历 经 性 . 
解 X(t) 是 平稳 过 程 是 显然 的 , 其 均值 与 相关 晴 数 都 是 常 
数 . 但 是 


1 1 
(XCD) 一 Li im 二 | X(Dd 一 Li im 二 | Yd =Y. 


由 于 Y 不 是 常数 , 故 不 可 能 与 ELYj 相 等 . 从 而 知 X 轨 的 均值 不 具 
有 各 态 历 经 性 ,所 以 XO 不 是 各 态 历 经 的 . 
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例 $ 设 (X(C，iE (一 oO,c0)) 是 随机 过 程 , X(t) 二 acos(wt 
十 @) ,其 中 a;,w 是 实 常 数 ,@ 服从 (0,2x) 上 的 均匀 分 布 ,验证 义 (1) 
县 有 各 态 历 经 性 . 

证 开 [XCD | = Elacos (wt ®)| 


一 | cos (of 十 p)dp = 0， 
2r 2 
E[ X(t) X(t++ 7 ]= | FCOs(wt 二 gp) cos (wt + wr 9) do 


— Scoswr -一 Ry (Cr) 9 
所 以 XX(D) 是 均 方 连续 的 实 平 稳 过 程 . 于 是 


(X= Li im 二 | acos (wt 十 op)dt 


11 ma sin (wo 十 0O) 一 SIR 一 oo 9g) 
Treo 2 


Ct) 


= 0 = E[XC()], 


(XDXG+D) = LL Lm 机 | a?cosCwt 十 p)cos(ot 十 or 十 p)dp 
一 $coswt = E[X() XC 十 z] 
故 {X(D,iE (一 coyco)) 是 各 态 历经 的 . 
例 6 讨论 随机 电报 信号 ( 见 上 节 例 10) 过 程 的 均值 的 各 态 历 
经 性 . 
解 ”由 上 节 例 10 知 , 随 机 电报 信号 过 程 的 相关 函数 为 Rx (7) 
一 e 2 又 因为 E[X()]==0, 所 以 


如 亲 | (1 一 站 JRx(Dd 
-jm 机 |, (1 一 结 )s*"dr 
一 = Jim ( -志和 )= 0 


故 随 机 电报 信号 过 程 的 均值 是 各 态 历经 的 . 

例 7 设 随 机 过 程 X(t) = 二 AsinAt 十 BecosAt, 其 中 A,B 是 均值 
为 零 .方差 为 ec 的 相互 独立 的 正 态 随机 变量 . 问 ; 久 (2) 的 均值 和 均 
方 值 是 否 具 有 各 态 历 经 性 ? 若 A= 一 VY2osin®$,B 二 V2gcos@,$ 是 
在 (0,2x) 内 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 ,此 时 E[X (2) ] 是 否 是 各 态 
历经 的 ? 

解 ” 因 为 ,由 题 设 A~N(0,0 ),B~N(0,0), 故 


1 
E| X() }= 1. LI m 去 | X(t)dt 


jimi | 
it m 让 | AsinAt 十 BecosAt |dt 





1 ea 1:， SinAT 
Li.m 下 » Beosat dt | 1 m 二 BbB,， 


而 jmE| 





snAlT,, | sin’ AT, 2 
Sm 有 一 0 |= lim SE(B’) 一 0， 


知 S2*+B 均 方 收敛 于 零 , 故 X(t) 的 均值 是 各 态 历经 的 ， 
EL XC()] = ELA’sinX¥ 二 BicosiX 二 +2ABsinAt cosAt | = og, 


(和 CD = Li :om 二 | X21) dz 


= | 1 im 二 | ， (Asin Xt + B’cos’ A 二 2ABsind rcosMz ) dt 





2 2 
二 1. i.m 去 | 全 tb +8=A ~A — coOs2At 十 4Bsin2iz |d 
_ 
一 
2 2 
因为 信 ~x (1)， D| 今 ]=2， D[A2] 一 2o4， 
0 0 


所 以 
E| 亏 (A +B’) |= 3 二 {E[A2] 十 E[B2]) = &, 
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D| 5A +B) |= 地 {DE[A*]+D[B’J]) = 一直 天 0 
从 而 知 X(t 的 均 方 值 ELX (2) ] 不 是 各 态 历 经 的 . 

例 8 设 平稳 过 程 (2) 的 相关 函数 为 Rx (7) ,证 明 . 

P{(XC 二 rn 一 X(Cb 志 aa 委 2LR (0)— Rr(r) J/a’. 
证 ”由 概率 论 中 的 契 比 雪夫 不 等 式 , 有 

P{| XCG 十 zr) 一 XCt) | 之 a) 

< 二 孔 LXG 十 已 一 XGO 上] - 2LRx (0) — Rx(DJ 

和 #! 


例 9 设 X() 是 平稳 过 程 ,其 相关 函数 Rx (zt) 是 以 工 为 周 
期 的 函数 ,证 明 :X(Cb 是 周期 为 To 的 平稳 过 程 . 

证 ”由 题 设 知 Rx(nm) 一 Rx(m 十 T), 又 由 平稳 性 知 E[XCz) 
一 X(t 十 T,)1==0. 根据 方差 的 性 质 ,条 件 P(XCt 二 TD) 一 和 Ci)) 一 
1 与 E{[X(t 二 TT) 一 X() 了 ) 二 0 等 价 . 而 

E{[X(C(+T,)— X(TF} 

= E{[XCG+ TF —2E[X(GTT XO +ELEXC()Y)} 

~ Ry (0) ~— 2Rx (TT, ) + Ry C0) 

~ 2[R (0) — Ry(T,)] = 0, 

所 以 XC 是 周期 为 T 的 平稳 过 程 . 

例 10 设 X() 是 雷达 的 发 射 信号 ,过 目标 后 返回 接收 机 的 
微弱 信号 是 aX(t 一 nL), a 区 1,z 是 信号 返回 时 间 . 由 于 接收 的 信 
号 总 是 伴 有 噪声 的 , 记 了 噪声 为 N(z) ,于 是 接收 到 的 全 信号 是 YQ) 
=—aX(t—zr)+NG). : 

(1) 太 (2) 与 Y(7) 是 联合 平稳 过 程 , 求 互 相关 函数 Ryxy (7); 

(2) 在 题 (1) 的 条 件 下 , 设 N(t) 的 均值 为 零 且 与 XC) 相互 独 
立 , 求 Kxy(z)( 这 是 利用 互相 关 函 数 从 全 信和 号 中 检测 小 信和 号 的 相 
关 接 收 法 )， 

解 〈1) XC(z) 与 YG() 的 互相 关 消 数 为 

Ry(r)= E[ XG)YCG 7 
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一 尼 {(X(CDTaX(G 十 rr 一) 十 NG 十 r) 
= E[X(t)aX (t+r—r)j+ ELXCON(G+ DD] 
= aRy(t™T) + Rw (rT). 
(2) 由 题 设 ELN(CD)j=0 且 与 XGO 独立 , 则 
Co (tt 十 一 下 (EXCO 一 mx 人 (NG 十 r) 一 maN(C 十 zr)]) 
一 下 LXCDNG 十 zj 一 mx(CDOELNG 十 z) 
一 人 NGCr) 一 0， 
所 以 Ry (rt)=aRy (Cr 一 站 ) 十 民 A (rt)=aRxy (rt—r). 
例 11 设 X(b 是 一 随机 相位 周期 过 程 , 图 6. 1 表示 其 一 个 样 
本 函数 xz(z). 周期 工 与 振幅 A 均 为 常数 ,相位 是 在 (0,T) 上 服从 
均匀 分 布 的 随机 变量 . 求 mx ,ELX?()1],o% 和 CX(2)), (XC)). 





0 FT HT 0 十 27 1 
图 6.1 
解 ” 依 图 6.1, 得 
8A(t—#)/T, to < 一 页 十 工 /8， 
X( =4—8AG tm TD/T, to T/8 tit TT/4, 
0， to 二 +T/4 过 1t 之 十 荆 ， 


令 1 一 二 uw; 则 XQ() 二 S(t 一 0)， 


T ] 1 —T 
mx= ELX()| = | 示 S (tto)dio 一 地 | S(u)du 


1 ] 了 1 
二 | 示 (WwW du 一 | > (uw) du 


-各 + 让 -将 (-)w 委 


2 ”1 六 
FE[ X (Ci |= S(t—t)S( 1 )d ,5 (zu) du 
of 


= 立 付 ( 驳 ) e+ 六 广 p(T) 
_A 
= 分 . 

从 而 芝 = 告 一 (各 ) = 192A’; 


-tm 二 [sa 
00)= lim 257 T S(t ot ) dt 


t+ 了 I 
= 天， Se 一 下 SQwdu = 全， 
0 


(X (1))= lm 二 | SS (tt)d 


] 5 工 
一 各 于 | Dto) dt 


了 2 
= | Si (du = 于 | SGwdu = 把 


12 
例 12 设 X- 一 一 (1XCD， tC (一 00,00)}) 是 实 平稳 过 程 ,讨论 


{X° (1) ,1€E (—o0, ce) 的 均值 的 各 态 历经 性 . 
解 今 YO()=X (4)— RC0), 


则 | ELY(Cb] = ELX’(1)]— R,(0) = 0, 


Ry (7) = ElY(z+ YC)] = 2Ry (rz). 
在 记 Fx(w) 为 X. 的 谱 晴 数 , 则 


去 | _D[Yr(Djdr= 去 | rnpdr 一 方 六 | 2Rx(r)dr 
天 | | evdFx Co)| edFxCy) ldr 


# [fa apr lar 
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=2| | 和 一 mdFxCoodFxdo， 


snf(w— 1) 
其 中 woror| TD 27 
] ， wu. 
， l 
所 以 lim mm 机 |， DI Yr (7) Jdr 


= lim2| | yw—WdFx()dFrCp) 
= 22) [Fx(w) — Fx Cw: —0)]. 


最 后 一 个 等 式 是 因为 由 Fx(w) 的 单调 不 减 性 ,其 间断 点 至 多 有 可 
数 多 个 (表示 Fi 的 中 点 的 全 体 ,因为 


limE[ | 好 六 | _[X*(2) — RxCO)Jat| ]-" 





的 充 要 条 件 是 Y7 的 谱 函数 连续 ,这 时 ，lim 去 | R&Cr)dr = 0. 


由 YQ)= 二 XX (2) 一 Rx(0) 知 ,这 也 就 是 {X (2)) 的 数学 期 望 具有 各 
态 历 经 性 的 充 要 条 件 . 


第 七 草 ”平稳 过 程 的 谱 分 析 


第 一 帮 “ 乎 稳 过 程 的 谐 密度 


主要 内 容 


一 \ 平 稳 过 程 的 谱 函 数 与 谱 密 度 
i. 维 纳 - 辛 饮 定理 均 方 连续 的 平稳 过 程 {XCDtE 
(一 co) 的 相关 孙 数 Rx (7) 可 表示 为 


Rx(nD 一 天 | ddFx(w), rE (~o0,00), 


其 中 Fx (w) 是 单调 不 减 的 有 界 函 数 , 且 F( 一 oo) = 0,F(co) 二 
2nRx C0). 

Fx(w) 称 为 平稳 过 程 (X()) 的 谱 函 数 . 

2. 厅 Rx (nn) 为 平稳 随机 序列 {XCn),n 二 0, 土 1,…} 的 相关 
区 数 , 则 


RCn) 一 过 | edFv (Cw), 
NJ—x 


其 中 FxCw) 是 一 个 在 [一 x,x] 上 单调 不 减 的 有 界 函 数 , 且 有 
F(—x) = 0,F(x) = 2xRx(0). 
3. 车 FF(w) 可 微 , 则 下 Cw) = 如 一 Sx(w). 称 Sx(w) 为 相 


应 平稳 过 程 或 平稳 随机 序列 的 谱 密 度 . 
在 Sx (Cw) 存在 , 则 有 


248 


Ry (rz) 一 | e™Sy(w) dw, 由 


27j 
Rn) = 过 | cimS (w) do. 


由 式 @ 知 ,Rx Cz) 是 Sx(w) 的 傅 里 叶 道 变换 . 如 果 Rx(r) 绝对 可 
积 , 则 Sx(w) 是 Rx 《7z) 的 傅 里 时 变换 , 即 


Sx(o) =| RxWeivdr, Sx(w) = 2) RxWe™. 


帮 RC) 与 S.Cw) 是 一 个 傅 里 叶 变 换 对 ， 
因为 Rn 二 R( 一 必 , 所 以 又 有 


Sx(o) 一 | cosroRx (Ddr = 2| Rx(Deosrwdr. 


4. 设 {Y(w),w E (一 00,co)} 是 一 个 正 交 增 量 过 程 , 且 满足 下 
列 条 件 : 
(1) EL[Y(w)|]| = 0, 一 ce <w< 必 co， 
(2) 对 任意 两 个 不 相 重 登 的 区 间 [wws)，[ws,w) 有 
E{[Y(w) 一 Y(w)]LYGw) —Y(w)1} = 0. 


(3) EF| YC(w) 一 Y(w) |:] = 3 [Fx Co) — F,(w,)], 


C0<w<oo, 
其 中 Fx(w) 是 一 个 单调 不 减 的 有 界 范 数 , 则 


X(CH) = | dmdY(w), t€ (一 coyco) 


是 一 个 平稳 过 程 ,有 目 谱 消 数 即 为 Fx(w). 

5. 平稳 过 程 的 谱 分 解 定理 。” 设 {XQ),t € (一 co ,00)} 是 均 
方 连续 平稳 过 程 , 且 E[X()] = 0, 则 必 存 在 一 个 正 交 增 量 过 程 
Y(w) ,使 得 


X(#) = | gdY(w), 


T wn _ 
Yo 一 Lim 二 | el1y(y)d, 
了 一 -cc 1 


27J-T 一 ] 
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且 满 足 第 4 点 的 三 个 条 件 ( 其 中 Fy(w) 是 XGO 的 谱 图 数 ). 
6. 设 {X(n),n 二 0, 土 1,…} 是 平稳 随机 序列 ,上 且 下 XGO) |] = 
0, 则 必 和 存在 一 个 正 交 增 量 过 程 Y(w) ,使 得 


X(n) = | | edY(w), 


Y(w) = 元 | wx(o) 一 > | un 
且 满 是 第 4 点 中 的 三 个 条 件 ( 在 条 件 (3) 中 ,一 x 二 wi 二 wi 委 刘 . 

第 5 点 和 第 6 点 中 的 (Yow),w E (一 c0,00)) 和 {Y(w) sw E€ 
[一 xj) 称 为 X(t) 和 XCn) 的 随机 谱 晒 数 . 平稳 过 程 和 (Ci 和 
X(Ca) 的 表达 式 称 为 平稳 过 程 的 谱 分 解 式 . 

二 平稳 过 程 的 功率 谱 密 度 


1.， 设 有 时 间 函 数 z(0) (一 co <: < co) 满足 狄 里 赫 利 条 件 , 且 
绝对 可 积 , 即 | | z(D | di 过 co, 则 z(D) 的 储 里 叶 变 换 存在 , 即 


F,(w) = | xlt)e dr. 


其 逆 变 换 为 。 zx(D) 一 下 | Fw) er do 
一 般 地 ,有 
F (一 由) = | ~ zx Werd = Fy. 


2、 公 式 | (CDd 一 二 | | FCw) 12 dw 
— TI —oo 


称 为 巴塞 瓦 {Parseval) 公式 , 等 式 左边 表示 z(b 在 (一 co,co) 上 的 
总 能 量 , 而 等 式 右边 的 | F,(w) | 称 为 能 量 谱 密 度 。 


(1) 全 | 过 1， 

A 一 一 

0 ， | tl 之 下 
了 和 

则 F,(w,T) = | z(t)e ior dt, 
一 了 
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z (一 关 | 下 (Cw, Tei dw, 


有 lim mm 大 | Z (1)dt = pa | lim 5 地 5 | 下 (wyT) | dow， 
等 式 左边 称 为 平均 功率 的 谱 表 示 式 ， 右边 的 被 积 式 称 为 限 数 z(#) 
在 w 处 的 平均 功率 谱 密 度 , 售 称 功 率 谱 密 度 , 记 为 


S,(w) = lim 5 | 下 (Co TD) | 
4. 设 {XCD,tE (一 coyco)} 是 均 方 连续 的 随机 过 程 , 则 称 
必 种 台南 ood] 
是 X(z) 的 平均 功率 , 称 
Sx(w) = lim s7E[| Fx Cw, T) |’] 


是 X(z) 的 功率 谱 密度 ,简称 为 谱 密 度 . 
当 X(z) 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 时 ,有 


2 = limE[ 赤 | X’ (dt |= ELX° (1)] = Rx(0), 


2 一 了 
px? 一直 | Sx Cw) dw. 
5, 设 {X(n),n 二 0, 土 1,…) 是 平稳 随机 序列 , 厂 相 关 晴 数 满 
足 2，| Rx(n) |< oo, 则 称 


Sx (w) = y Re Im AAC 


六 王 一口 品 


是 (Xx,sn 二 0, 士 1,* '} 的 谱 密 度 . 


疑难 解析 


怎样 理解 平稳 随机 过 程 的 谱 分 析 ? 
答 。” 对 于 周期 的 时 间 函 数 zx(z) ,如 果 满 足 狄 里 二 利 条 件 , 可 
以 进行 信里 叶 变 换 , 即 有 
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F,(w) 一 | ~ zeierdt, 


其 逆 变 换 为 z(t) 一 元 | Fx(w)e" duo. 


当 zlz) 是 非 周期 函数 时 , 可 以 任意 人 > 0 截取 xQ) 的 一 
段 , 得 
Zi，| :| 委 了 了 
0， t>. 
显然 ,TT 一 oo 时 ,xzxr(t) 二 x(2). 所 以 


IT ED) -一 | 


了 . 
z(t) = lim 元 | FCw) er" dw. 
Tro0 ZAR 一 下 


巴塞 瓦 公式 | ”过 (Dd 一 趟 | ”1 Fx(w) |*dw 可 理解 为 总 能 
量 的 谱 表 示 式 ,对 非 周 期 函数 情形 ,有 
lim im 二 | . zz (1) dt = 六 | lim 去 | FCw, T) 12dw 


对 于 平稳 随机 过 程 {(X(),t € 《一 吕 ,c0)} 的 每 一 个 上 GE 
《一 00,c0) ,都 有 以 上 的 等 式 成 立 ( 只 要 X(z) 是 均 方 连续 的 ,必定 
均 方 可 积 , 但 不 一 定 绝 对 可 积 ). 取 等 式 的 期 望 值 , 即 有 


jimE[ 翅 | XD dt |= limE| 4 | | Fy Cw, T) ?do |. 
令 等 式 的 左边 为 皮 , 则 称 
一 im 二 | X2(t)d 
是 均 方 连续 的 平稳 过 程 {XQ) ,t € (一 co,oo)} 的 平均 功率 , 它 是 X(Cb) 
的 均 方 值 . 等 式 右边 可 以 写成 赴 | 。 lim 去 | Fx 《wT) 1?dw, 令 被 
积 晒 数 汶 Sx《w)，, 则 
Sx(w) 一 lim 二 | Fo T) | 


称 为 的 方 连 续 的 平稳 过 程 (XC) EE 《一 00,00)) 在 w 处 的 功率 谱 
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密度 ,简称 谱 密 度 . 于 是 
J 一 元 | Sx Cw) dw 
表示 均 方 连续 平稳 过 程 X(t) 的 平均 功率 等 于 X(t) 的 均 方 值 ,可 
由 谱 密 度 在 全 频率 域 上 积分 得 到 。 
功率 谱 密 度 Sx(ow) 是 一 个 频率 函数 ,从 频率 域 来 描绘 X(b 的 
统计 规律 的 数字 特征 . 而 X(o 是 各 种 频率 简 谐 波 的 登 加 ,Sx Cw) 
就 反映 了 各 种 频率 成 分 所 具有 的 能 量 的 大 小 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 已 知 平稳 过 程 X(7) 的 谱 密 度 为 


Sx (w) 一 rn 
求 X(t) 的 均 方 值 . 
解 ” 依 维 纳 - 辛 钦 公 式 ,X(z) 的 均 方 值 为 


2 || jw ww 
Cx 和 Rx C0) | w 十 3o Ta 


工作 (二 一 -二 | 
2NJ-o\w 十 2 ww 十 1 de 


-1 包 )| 一 Tv 
去 WZarctan 入 arc tanw > 2 1). 





= 


例 2 设 {Y(n),n = 二 0, 士 1,*…，) 是 实 随机 变量 序列 ,{(C ) 是 
满足 >，| C, |? < co 的 复数 序列 ,Y, = 六 C.XCn 一 如 是 一 个 


复 宽 平 稳 时 间 序 列 . (X(n) ,n 二 0, 士 1,…) 是 实 的 互 不 相关 随机 
变量 序列 , 且 E[X(n)] = 0,DLX(n)] = 二 0 , 求 Y(n) 的 谱 密度 . 


解 ”因为 Ry(n) =0’ > Cn C,, 
k—oo 
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DEACON ED DN 
二 OO 天 二 一 上 GO ”二 二 -一口 鼎 所 一 一 CC 一 一 co 

=0 2 2 IGG l=0( 2 1G1) << Co ， 
所 以 存在 谱 密 度 , 且 


Sylw) = > Rolei =o > ,CuCe'™ 


HO— oO 二 一 避 D 明志 一 上 


DSO [中 oa 
一 1 j 
og" >， el > CC, 一 0 > > (Le Cure 


HH=— OO k=— 0 =— co 一 吕 


2 Ce” ; Cw< oo. 
例 3 设 平稳 过 程 X(z) 的 谱 密 度 是 Sx(w) ,证 有 明 :Y(1) = 
XX(2) 十 X(t 一 T) 的 谱 密 度 是 
Sy(w) 一 2Sx(w) (1 coswl ). 
证 ” 依 相关 函数 的 定义 ,有 
Ry(r) = El[Y()Y( 十 7) | 
一 于 义 (2) 十 天 (一 TT) XCG 十 让 十 XG 十 rr 一 了 |]) 
一 ELXCDXCG 十 zD] 十 ELTXCG 一 TDXCG 十 z)] 
十 E[XC()XCt 十 Tt 一 了 了 )] 
十 ELXCG 一 站 XG 一 工 十 
= 2Ry(7) T+ Ry(t— TT) Rxy(r 1). 
依 维 纳 - 辛 钦 定理 ,得 
Sy(w) 一 2Sx (0w) + Sx (w)e'”*! 十 Sx lw) ee 
一 2Sy(w) (1 十 coswT). 
由 于 Ry(?z) 与 Sy(w) 是 傅 里 叶 变 换 对 ,因此 要 用 到 傅 里 时 变 
换 的 一 些 性 质 . 希望 读者 能 对 积分 变换 中 的 传 里 叶 变 换 有 所 了 解 . 
例 4 已 知 平稳 过 程 X(z) 的 相关 函数 为 
Ry (7) = 4e :cosrxr 十 sin3rr， 
求 谱 密度 Sy (w). 
解 ”由 积分 变换 知 , f(t) 二 a coswot 时 , 傅 里 时 变换 Flw) 二 
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__ 2 
oO 








ar[S(o 十 w 十 8S(o 一 oo)], 所 以 , 依 维 纳 - 辛 钦 公 式 ,X(b 的 谱 
密度 为 


Sx(w) 一 2| de cos rrcoswrdr 十 xf3(wo 十 3r) 二 d(Cw— 3x) | 


一 人 | er[ecos(x 十 or 十 cos(r 一 orjdr 
十 Xi Sw 十 37) 十 SCw 一 37) |. 
因为 | ecosatdt 一 一 e cosat | 十 | esinatdt 
0 0 0 


二 1] +| e ‘asinatdt 
0 
— 1—e 'asinat | +| —€e a’cosatd, 
0 0 


所 以 | ecosatdt 一 1 一 @| eeosatdz， 

| ecosatd 一 i 

于 是 Sx (w) 一 4| cr[cos(xr 十 or 十 cos(r 一 oz 
十 xLS(o 十 3r) 十 3(o 一 3z)] 


] 1 

Ce 十 1 一 (一 o) 十 1) 
十 nf8Cwt 37z) 十 6 (Cw— 3x) |]. 

在 利用 傅 里 时 变换 计算 积分 时 ,因为 e 9” = coswt 一 jsinwt， 
而 coswt 为 偶 函 数 ,sinowt 为 奇 函 数 ,所 以 在 对 称 区 间 上 求 积 时 特 
别 要 注意 被 积 函数 的 奇偶 性 ,简化 积分 计算 . 

例 5 设 XGD) 为 一 平稳 随机 过 程 , 奉 对 应 于 某 一 个 工 关 0， 
X(t) 的 相关 函数 Rx(CT) 二 Rx (0). 证 明 ;Rx(7) 必 为 以 工 为 周期 
的 周期 郴 数 ，, 


证 ”因为 RxC0) 一元 | S, (wdw, 
TJ 一 ce 
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l 和 | oo 
R (CT = 元 | SxCo)e do 


所 以 RCIT) 一 R (0) 一 交 (coswT)Si (Coydw = 0. 


— On 


又 有 (1 一 coswT)Sr(o) 之 0=>(1 coswT)Sx(w) 一 0， 


于 是 Sx(o) = > Sr(oD)3o 一 oD，ws= SE 
是 二 一 om 


故 Ry (zt) -一 二 > Sy (wy ) er. 
fx 二 


可 知 ,Rx(r) 是 以 工 为 周期 的 周期 吨 数 ， 
例 6 已 知 随机 过 程 X(z) 和 Y(t) 的 谱 密 度 




















S_() = w+4 .| S,(w) = ww 
X00 二 9” ww 十 3 十 2 
求 了 X(t) 和 Y(b 的 相关 函数 和 均 方 值 . 
_ w++4 3 1 5 1 
解 Sy (w) 二 10 十 9 8 2 十 1 名 9 
2 
__ WwW — 
0) Ta 1 下 3 
R.(7) = | Sx Ce do 
_1(™ /3 1 5 1 je 
2x 二 8 ww 十 9 ede 
— ~ ee 十 蕊 esirl ， 
于 是 2 一 Rx(0) 二 切 十 学 二 下 
~ 16 48 24° 
—— —] L jwr 
ReCn = 元 | (= 二 -2 de 





V2 Vad 1 -ia 
so° 7“ 
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中 RD 人 陛 - 工 - 工 WZ_1) 


在 本 例 中 ,积分 可 通过 直接 计算 得 到 ,也 可 通过 查 傅 里 叶 变 换 的 积 
分 表 得 到 . 


Sx(w) 不 可 能 是 功率 详 密度 . 
证 。” 依 相关 前 数 性 质 知 | Rx(0) | 之 | Rx (7) |. 又 设 Sx (w) 
=- EiSx(w), ,由 于 Sx_《w) 与 Rx_(w) 构成 一 个 侍 里 叶 变 换 对 ,所 


以 , 依 傅 里 时 变换 的 微分 性 质 有 
Ry ,(T) —— zr Ry (7). 
车 对 应 于 某 一 个 关 0, 有 Rx(a) 关 0, 则 有 | Rx (0) | 二 
| Rx (rm ) |， 即 Kx (7) 不 可 能 是 相关 了 哺 数 ， 从 而 ,Sx (w) = 


LS (w) 不 可 能 是 功率 谱 密 度 . 
例 8 设 Z(t) 一 D Ae ,其 中 w (1 -一 1 ,2,°.**,7) 是 常数 ， 


Ai':A, ;A 是 互 不 相关 的 随机 变量 ， 且 El| A, | 人 0 下 LA; 一 
0 (i 二 1,2,…,n), 求 Z(1) 的 相关 函数 与 谱 密度 . 
解 依 定 义 , 相 关上 函数 为 
R. (tt 十 rz) = E[Z() ZG ©)] 


-= 下 [4 gjoit A Eior tn | 
一 Sy ECA? en] = DE e i, 
=] i=] 
依照 维 纳 - 辛 钦定 理 , 有 
Sx(w) = | > oieireior dr 
一 so 记 ] 


= Do) edr = 2r Dod tow). 
i=1 一 co i=1 
例 9 已 知 平稳 过 程 X() 的 谱 密 度 是 
8S(w) 十 20(1 一 /10)， w | << 10， 

















0， 其 它 ， 
求 XG) 的 相关 函数 . 
解 。” 依 定 义 , 有 
Ry(r) = 二 | 83(we"dwt+ .| 20(1 lo jcosorda 
~ 2 一 6 TJ0 10 
10 10 
一 十 如 [| coswrdw— | coswrdow 
Ds nx LJo o 10 
4,20r1l | 下 | 型 ea 
一 十 人 [sin or iozsinwr|。 ,10r do | 
4 20 1? 4 cos 10r 一 1 
一 生 人 | 一 — 41— Ss- 1 
i + | 10 2 OT 0 | “| 27r | 
全 sin Se 
] 十 1075 


例 10 设 随 机 过 程 XGO 二 Acos(O 十 G@) ,其 中 A 为 常数 ,0 
和 @ 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 @ 在 区 间 (0,2x) 内 服从 均匀 分 布 ， 
2 的 一 维 概率 密度 为 偶 旺 数 , 即 fo《w) = 万 ( 一 四 .证 明 :X(Cb) 的 
谱 密 度 是 Sx (o) 一 ra fno(w). 

证 ” 依 相关 函数 定义 ,有 

Ry (Cr) = E[X()X(C—7) | 


=— E{a’:cos((t++O)cosLQC—7) +@j) 
OC 27 
=| [acosot t+ eostol—D + BE fa) do 


2 oo 
=| Scoswrfol) dw =| a coswrfnlw)dow. 
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Sy (w) = | | gcoswirfolw edr do 
2 roo 
= 于 | [Sw — wi) 二 Cw wi) fo (wi)dw) 


2 
一 [Jo(w) 十 万 (一 o)] = xa’ 广 (w)， 


从 而 证 得 命题 成 立 . 

例 11 设 X(z) 为 一 个 随机 电报 波 过 程 , 它 的 一 个 样本 函数 
如 图 7. 1 所 示 . 已 知 在 任 一 时 刻 波形 取 和 A 或 一 A 的 概率 相同 ,在 时 
间 间 隅 z 内 波形 变 号 的 次 数 n 服从 参数 为 * 的 泊 松 分 布 


P(n,A) 一 Se ， 
求 X(z) 的 相关 函数 与 功率 谱 密 度 . 





解 。” 依 相 关 函 数 定义 
Ry(r) = EL[X() X(t —7) | 
= A P{X(t—7r) = X())++(—A)P{X(—7) =— X00)) 
其 中 P{X(i—r) = X(t)} 


en ?2k 
= P{n 为 偶数 } = exp( 一 Xt) 》， Sci 
7 为 偶数 ) 一 exp( 一 和 2 (2k) | 





= exp(— Ar) cosh(aAr), 
P{X(t—r) =— X(t)) 


i 2 十 | 
= Ptn 为 奇数 ) 一 exp( 一 Xr) > -Fe | 
" No RF) 


= exp(— Ar ) sinh(Ar). 
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代入 Rx(z) ,可 得 
Rx(r) = A’exp(—Ar)[coshAr) 一 sinhGz)] = A’?exp(— 2r). 
由 于 Rx(r) 是 侦 函 数 , 故 “ 
Ry(r) = A’exp(— 24 | rt |). 


由 傅 里 叶 变 换 对 ei" < > -< 一 ,得 


wy 十 a 
4 2 
Sy (w) = A | 
例 12 设 X() 是 一 二 元 波 过 程 ,其 一 个 样本 也 数 如 图 7.2 所 
示 . 已 知 在 每 个 单位 长 时 间 内 波形 取 正 、 负 和 值 的 概率 各 为 1/2, 设 
在 任 一 间隔 内 波形 的 取 值 与 其 它 间 隅 内 的 取 值 无 关 , 故 图 中 有 意 
不 设 定 时 轴 的 原点 . 求 X(z) 的 相关 晴 数 与 功率 谱 密 度 . 
x(t) 
二 二 十 十， 


一 上 





图 7.2 
解 令 Xi = 二 X(t),X, 二 X(ts), 依 相关 函数 定义 ,有 
Ry (t,t,) =—= EL XX, | 
=].。1.， P{X,=1,X, = 1) 
十 ]。( 一 1])。PiX, = 二 1,X, = 一 1) 
十 (一 1)。1. PiX; =—1,X,= 1) 
二 (一 1)( 一 1)P{X) = 一 1,X, =—1} 
= P(X = 1| X,= 1}P{X, = 1) 
— P(X =1| XX, =—1}P{(X, =— 1) 
— P{X; =—1 | X, = 1}P{X, = 1) 
二 PIX = 一 1] | X, = 一 1)}P(X, 一 一 1)， 
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已 知 P{X,= 1}) = PX;=—1?= 1/2,1= 1,2, 
P{X, =—1| X,=1}=1—P{(X,=1|X,= 1}, 
PLX =—1| X, =—1}=1— PX=1|X, =—1), 
代入 Ry (zi ,t,)， 


Ry (ti,t,) 一 一 PiX,) 二 1 | X， =1})—5P(X | 二 1 | 六， 一 一 1} 
px 一 上 | X, 一 1) | 


+5[1— P(X =1|X,——1)]. 


当 | # 一 | 半 1 时 ,zi 与 tf, 不 在 一 个 间 阳 内 ,XX 与 X 相互 独 


P{X,=1|X,=1}= P(X)=1|X,=—1)} 
= P{X, = 1}) = 1/2. 
代入 得 
Ry(t,,t,) 一 0. 

当 | 一 ti | 二 1 时 ,概率 P{X, 二 1|X, = 二 一 1) 意味 着 “二 和 
t, 不 在 同一 间隔 内 ”和 “Xi 与 X; 取 不 同和 值 ”两 个 事件 同时 发 生 . 但 
由 于 Xi 与 X; 相互 独立 , 则 这 一 联合 事件 的 概率 应 为 两 个 事件 分 
别 发 生 的 概率 之 积 . 

(1) 以 A 记 人 和 扎 位 于 不 同 区 间 ” 的 事件 . 寿 |i 一 ti 1 二 0， 
则 P(A) = 二 0; 着 1it 一 | 二 1,; 则 P(A) = 1; 在 区 间 (0,1) 内 ， 
P(A)=|1,—t |, |i,—t, I<1. 

(2) 以 B 记 “X,) 与 X; 取 不 同 值 ”事件 , 则 P(B) = 1/2. 

P{X, = 1 1 X, =—1} = P(A)P(B) 


i 
= 1& | | 如 一 二 | 委 1. 
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P(X =1|X,=1)=1—P{X, =—1|X,=1) 


1 一 方 | 一 | ， | ts —& | 委 1. 


1 一 | rz 上 | zj < 坟 1， 
RK, (rz) -1 的 t= tC—t. 
0， [|r|1, 


S,(w) = | Ry (reierdr 

_ ! _ 一 jur sin (w/2) 

-| Qlr Dewdr= 站， 
例 13 设 随 机 过 程 X(z) 的 相关 函数 是 Rx(z) ,功率 谱 密度 

Sx(w) 二 0,|w | 疙 w.. 证 明 . 
(1) Rx(0) —Rx(7) < Rx aur’; 
(2) 已 (| XG+D—XO |>}e < {wr ECX? 0)1) /e, eo0. 
证 (1) 因为 | sinwr [和 | wr |, 所 以 
1 一 coswr = 2sin’ (wr /2) wr /2. 


由 题 设 条 件 , 有 


Rx (0) 一 R (7) = | Si (1— coswr)dr 
Zt —w, 


ou 2 2 


2 2 


2 2 
入 < | sxCodo= 2 一 Rx(0)， 








故 Rx (0) — R.(0) < Rx(O) wr’, 


(2) 由 反比 雪夫 不 等 式 , 有 
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Pt XG+D — XD |>e} EL XG+D — XO 1}/e 
一 2[ Ry (0) — Ry (7) ]/e 
利用 题 (1) 的 结果 , 即 证 得 
P{| XG 十 z) 一 XC) |> ee) 
[Xe 人 0. 
例 14 设 随机 过 程 X(z) 的 相关 函数 是 Rx (r) ,功率 谱 密度 为 
Sx(w) 二 0, | w | 之 w. 证明: 对 于 | z | 声 x/w,, 有 
5 | RC0) [< RxC0) —Rx(D <S | RCO) | 


证 ”依照 相关 阔 数 的 性 质 , 有 
Ky (0) Ry (tT) 


= 元 | Sx(oGL 一 coso) < 本 关 Sx ST dy 
一 工 。 2 w’Sx(w) dw =—5 Rx(0) 
2 2 X 


友 Re RD 二 Sx(w) 1 coswr)do 


一 二 | Sx(o)2sin?(%E)dw 
因为 | sina |S| 2 (| a | 过 x/2), 





2 w 
所 以 Ry (0) 一 下 Cr) 之 eT ” 去 | w’ Sx(w) dw 
EL 所 —w. 


2r py 
“Ry (0) 
开 
又 因为 E{([X (b] ) =— Rx(0) 守 0, 
即 R (CX) 和 去 0 


2 之 
故 和 [RxC0) [< Rx(0) —RxCr) < 5 | Rx(0) |. 
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第 二 节 谱 密 度 的 性 质 与 互 谱 密 度 


主要 内 容 


1. 设 (XQ),t EE (一 coyco)) 是 均 方 连续 的 实 平稳 过 程 , 则 其 谱 
密度 Sx (w) 是 w 的 实 的 . 非 负 的 偶 函 数 , 即 Sx(w) 一 Sx( 一 四 ) 之 0. 

2. 设 {X(),t E (一 ccco)) 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 ,其 谱 密 
度 为 Sx Co) ,相关 肾 数 为 Rx(r) .各 


| | Ry (zr) | dz < cc， 
则 Sx(o) 与 Rx(7) 是 傅 里 叶 变 换 对 , 即 
Sx (cw) 一 | Ri (reiecdr， 


Rn = | SxCo)errda 


上 式 即 维 纳 - 辛 钦 公 式 . 

3， 设 {XQ),t EE (一 00,00)) 和 人 YQ) ,t € (一 0c0,co)) 是 两 个 均 
方 连续 且 平 稳 相 关 的 随机 过 程 , 则 其 互相 关 函 数 的 傅 里 时 变换 称 为 
(XO0),tE (一 coyco)) 与 {YQ),t € (一 coyco)) 的 互 谱 密 度 , 即 


Sw(w) =| Rewerdr, 
其 中 Ryy (7T) -一 El| Xz,) Y(t,) |， tt,—1]，, 
或 Sw lw) = lim ELFrCo, TFy(w, T)]) 


T | TT _ _..，. 
其 中 Fx 一 | Xe dt, Fr T) — | YDede 


4, Sxy(w) = Syr Cw) Ryy(—7) = Ryx (rt). 
5. Rel Syy (w) 和 和 Rel Sy (0w) | 是 C0 的 偶 函 数 ;Imil Syy (0w) ] 和 
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ImlLSw(o)] 是 wo 的 奇 欧 数 . 

6. 互 谱 密 度 与 谱 密 度 之 间 成 立 不 等 式 

| Swy (ww) | < Sy lw)Sy(w). 
7. 若 Rxy (7) 绝对 可 积 ,Z(t) 二 六 (2) 十 YQ), 则 
Sz(w) = Sx Cw) Sy ow) Sy wo) Iyx Cw) 
= Sx(w) + Sy(w) + 2Re[ Sxy (Cw) 1. 

8. 一 个 均值 为 零 、 功 率 谱 密度 在 整个 频率 轴 上 有 非 零 常 数 ， 
即 Sx《w) 二 50, 一 0 之 ww 过 2 的 平稳 随机 过 程 {X(t),t EE) 称 
为 白 虞 声 过 程 ,简称 白 曲 声 . 其 相关 晴 数 为 


Ri(®) =| soerrdw = solr), 


9. 带 日 噪声 (X(?),t € TT) 的 谱 密 度 仅 在 某 一 有 限 频 带 上 取 
非 零 常数 . 如 低 通 日 噪声 谱 密 度 
人 4 | a | 二 ow; 9 
Sx (Cw) 一 
0， | o@ | 全 (1 。 
相关 函数 为 


So SN cwiTt 
Ry(z) = | ea | 


CT 


Rx(0) 一 败 = limRx(r 一 -2 


舞 难 解析 


1. 维 纳 - 辛 钦 公 式 有 什么 意义 ? 

答 ” 维 纳 - 辛 钦 公式 又 称 为 平稳 过 程 相关 函数 的 谱 表 示 式 , 它 
揭示 了 从 时 间 角 度 描 述 平稳 过 程 X(2) 的 统计 规律 与 从 频率 角度 
朱 述 X() 的 统计 规律 之 间 的 联系 . 实际 上 ,Sx(w) 和 Rx (C7) 是 一 个 
傅 里 叶 变 换 对 . 

顺便 说 明 ,关于 谱 密 度 的 计算 ,包括 由 相关 函数 计算 谱 密度 或 
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由 谱 密 度 计 算 相 关 范 数 ,是 计算 正 逆 傅 里 叶 变换 的 问题 ,可 以 直接 
计算 积分 ,也 可 以 利用 傅 里 叶 变换 表 查 出 . 表 7.1 给 出 了 几 种 常见 
的 相关 函数 与 谱 密 度 消 数 的 变换 . 





表 7.1 
相关 晴 数 谱 密 度 
Rx{r) Sx (w) 
2 
a 
O r O i 
Sx(w) =—4— 
Rx(r)=e lrl (g>0) xX (Ww 2 十 ww2 
Sx Cw) 
二 
一 全 Tr 
O cw 
1 ld Ir | 所 芽 
Rxtr)= 二 4sin2 “Lt 
0， jrj 二 了 加 2 
Sx (Cw)= Tio? 


Rytr) ~ 
wo OO wo 色 
ud 
0 " Sx (0) = 


位 
Rx(r) 一 elrlcosaor TT Ty 
Rx (rt) Sx (Cw) 
- 2 
OO 7 0 
Rxtr) 一 1 Sxf(o) 一 2r6(o) 
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续 表 


相关 函数 谱 密 度 
Ry(r) Sxlew) 
OO 人 0 人 
民 x(r) 一 SCr) Sx (w)=1 





— tn OO CO Ct 


Sx{w)—=HS(w—wo)t dw wo) 


R x(r) OXCW) 
局 = wo 0 Wo tw 
> 1 ， |w| < 0, 
_ SiNwor SY (ecw) -{ 
Kx(T) ~ 0，| 台 | 之 oo， 


2. 互 谱 密度 与 ( 自 ) 谱 密 度 有 什么 不 同 ? 

答 《日 ) 谱 密 度 Sx(w) 表示 平稳 过 程 {(X(2) ,t € TT) 的 平均 
功率 关于 频率 的 分 布 ,而 互 谱 密 度 没 有 明确 的 物理 意义 ,引入 它 主 
要 是 为 了 能 在 频率 域 上 描述 两 个 平稳 过 程 的 相关 性 . 

3. 当 {X(t) ,t€ (一 00,00)) 和 {Y(t),t € (一 oo,oco)) 是 两 个 
均 方 连 续 的 平稳 相关 随机 过 程 , 且 互 相关 沁 数 绝对 可 积 时 , 若 
Z(t) = X(7) 二 +Y(t), 则 

S$,(w) = Si (wm) + Sy (wm) + 2Re[S,, (wm)]. 
那么 一 般 情 形 有 昵 ? 
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答 ” 当 XQ) 和 YQ) 是 随机 过 程 而 不 是 平稳 过 程 时 ,2Z(z) 二 XX 
(2) 十 Y(t) 有 可 能 是 平稳 过 程 . 如 X(2) 二 A(t)coswt ,Y(t) 二 B(1) 
sinwt, 在 AC(2) 与 B(2) 是 独立 平稳 过 程 且 均 值 均 为 零 . 相关 函数 
相等 时 ,X(2) 与 Y(2) 不 是 平稳 过 程 ,而 Z(2) 却 是 平稳 过 程 , 当 XX 
(2 和 YC(2) 是 平稳 过 程 但 不 平稳 相关 时 ,Z(t) 也 可 能 是 平稳 过 程 . 
此 时 ,不 能 用 上 式 而 只 能 用 维 纳 - 辛 饮 公 式 计 算 互 谱 密 度 . 

4 和 白 噪 声 有 什么 意义 ? 

答 ”日 噪声 是 一 种 理想 化 的 数学 模型 ,实际 上 是 不 可 能 存在 
的 . 它 来 源 于 白色 光 , 可 以 分 解 为 各 种 频率 的 光谱 ,功率 大 致 是 均 
匀 的 .但 它 具 有 数学 处 理 稀 单方 便 的 优点 ,常用 来 作为 许多 现象 
(能 定义 多 种 所 噪声 ) 的 近似 模拟 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


在 计算 相关 陋 数 、 谱 密度 和 互 谱 密 度 时 , 常 弟 用 到 传 里 叶 变换 
和 6 函数 的 一 些 概念 与 性 质 , 对 于 没有 学 过 积分 变换 课程 的 读者 
来 说 ,应 补习 一 下 这 方面 的 知识 . 同时 ,对 某 些 较 简单 的 积分 可 以 
利用 传 里 叶 变 换 表 直接 查 出 结果 . 

例 1 人 设 平稳 过 程 (X(2),t € (一 oo0,o0)} 的 谱 密 度 


Sx (w) 一 一 co 所 ww 所 co. 


1 

(1 二 ww) 

求 相关 函数 Rx(r) 和 平均 功率 多 . 
解法 1 奉 平 稳 过 程 {YG),t € T} 的 相关 函数 是 RRyv(Cr) 一 


去 6 , 则 其 谱 密度 Sr(w) 一 本. 由 于 


Sy (w) = 一 [Sy (Co) J 9 


] 
(to) 
故 Run = Ry(r) # Ry(r) = | lalr -2 gz. 
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- 1 2 一 (T 一 民 ) 一 Z 一 人 T 一) 一 Z (m2) 
R(t) 了 [| e dz 十 | * e dz 十 | e“e d2Z | 
一 工 (二 er 十 re 十 于 cj 一 Te 十 re“). 


4 
Rx( 一 D = Sx(w) erdo 
一 二 | Sy (一 ae rd( 一 中 ) 
— 二 | S_(w)enierdw 一 RD， 
TJ 一 oo 


故 Ry (rt) = (et +|rtle'), —oo<rt< oo. 


于 是 吧 = Rx(0) = 1/4. 
解法 2 利用 复 变 畏 数 的 留 数 定理 来 求 . 


| 二 二 -zedw( 上 半 平 面 有 二 级 极点 j 


.Fd .、2 1 . 
—— be _ er 
2xj| oC ) ry | 


= 一 ] 2j 和 区 二 | 一 一 网 1 一 T 一 7 
2ri( se Te ZX i(e 十 re ")， 
所 以 Ky(r) 一 二 Ce 十 re 9 
大 Tt 三 0, 令 w= 二 一 2Z, 得 

xD 1 , 

一 一 一 一 -ed 

|_ (1 十 oo 

一 和 1 一 Zr _ 7D。; dd 7 一 | 2 ee 
| (Zi +1) co 2rj| 42 ) Ty | 

一 27。 二 (er 一 ze， 
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即 Rx (Cr) = ie — re). 


综合 可 得 Rn 二 ze +| rile), —w<r<o, 


故 fp 一 RRx(C0) = 1/4. 
解法 2 用 到 复数 函数 孤立 奇 点 是 极点 的 留 数 计算 第 二 法 则 . 
例 2 设 随 机 过 程 XCD) = Acos(wot 十 8). 其 中 ,和 A 是 常 
数 ,@ 是 在 (0,2r) 内 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 


(GD 利用 避 = lim|_E[X*()]dt, 求 X(t) 的 功率 : 


2 
(2) 利用 Sx(w) 一 lim 全 六 时, 求 X(t) 的 功率 谱 , 并 由 


式 由 一 起 | Sx(w)dw 计 算 功率 
解 〈1) 由 均 方 值 定 义 , 得 
2 
EFX’ (1)] = E[A?cos’ (wt 0)] = 分配 [1 十 cos(2wt 十 29)- 


2 rx 2 

一 全 十 分 COsZwot 十 0) 二 d 一 今 

2 1 2 _A 

于 是 居 一 lim 卉 |_ELX'(D]d = 分. 
(2) 依 定义 ,有 


T T 
Xr(w) 一 |_x edt = | 4 cos(wot 十 加 )e ”出 


= ATe® Sm 一 wo) 了 ,ATew sin-Cw tw) 1) 


(woO— wo) T (wT wo) T 
El | Xr(w) | 
_ ‘g Sin[ Cw — wo) T] 9 Sin[ Cw wo) Tj’ 
Et| ATe CT tAle To dT | 








= A*T*{ Sa’[(w—w) T+ Sa’ [ww)T] 
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+ Saf(w—w)T]Sa[ (s+) TZ| cos20d0). 


按照 功率 谱 定义 ,并 利用 lim 工 | sm |]= 8(a) ,得 


.El | Xi(w) 
Sx(w) = lim 全 Te 2 有 


A” 
一 TL OCw— wo) 十 So 十 wo) | 


于 是 ,所 求 功 率 为 
内 一 二 | A [8(w —o) 十 SCw 十 wo) jdo = 二 今 . 
例 3 若 随 机 过 程 XQ) 的 样本 函数 可 表示 为 


XCD 二 邓 十 5S [aocosnwo (ti) 二 bsinnwo (tto)]) 


并 一 上 


其 中 ,i 是 在 个 局 期 内 均匀 分 布 的 随机 变量 ,a.6 是 常数 . 求 
X(t) 的 功率 谱 密 度 Sx (w). 
解 ”将 X(z) 化 为 复 指数 形式 , 即 
XC) _ 3 F, eo ， 


其 中  F 一 他 ，F, 一 广 (au —jb,) F = FEF. 
依 相 关上 函数 定义 ,有 
Ry(r) = ELX() X CE 一 7) | 


_ = El 5 EF, el "0 (to) > F, einwo (tT rt 0 | 


和 二 一 局 信 


= E[ > > F, Fe ot omeor |. 


Ho mm 二 


因为 EF Oreoct ”] _ 0 ， 
所 以 Rn = > | 下 |2gmeor 
按照 维 纳 - 辛 钦定 理 , 得 
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Sy(w) =| Ry(De dr = 2x > | 下 18Cw— mwo) 


HO— OO 


-一 2 F, | 二 2x > 了 So 一 zeoo) 十 So 十 moo) | 


1 一 下 


一 下 十 式 > a + 6 — mwo) 十 SC 二 mo) 
例 4 ” 实 平稳 随机 过 程 {(X() ,t E T} 的 相关 函数 Rx(7) = 
4 -cosanrt 十 Ye™ , 求 谱 密 度 Sx Cw)， 
解 ” 依 维 纳 - 芋 钦定 理 , 有 
4 Sx (lw) = | ecosenreierdr+| 6 eeierdr 


2 
= [So 一 wa) 十 SC 十 on 


bY Coca 
一 一 一 已 
Tari 。 


2 
一 [3(w 一 mi) 十 So 十 四) 十 一 一 一 


2 0 
b ei)e 
a— jw 








二 
例 5 设 平稳 随机 过 程 的 谱 密度 Sx (w) 一 i , 求 相 


nw 十 
关 函 数 Rx (zr) 及 平均 功率 yj. 
解 ”Sx(w) 的 形式 比较 复杂 ,可 用 复 变 函数 的 留 数 来 解 . 
hu de 
人 xz) 一 | 一 于 CE do 
lrlZ 
因为 -二 -jz 在 上 半 平 面 只 有 一 个 二 级 极点 oi 
ee 1 十 La | toi, 
Res| 到 |= —i— < 7 
故 Rx(D — 全 2。 Dt gle 
~ AQ 十 | az-olr 


江 
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于 是 .= Rx(0) = A/x. 
例 6 设 平稳 随机 序列 的 谱 密 度 为 


2 
Sx (o) = 一 一 一 一 一 一 [Lei1< 1， 


上 1 一 pe 


求 相关 涌 数 Ry(n). 
解 因为 
_ 1 " ] ne __ 1 " 5 j new 
Ryx(n) -一 | Sx(o)a dw 一 | Ti1—oe | 1— ope EN dw 


_ | COS 7 dw, 
LN x 1—29cosw++ og 


利用 留 数 计算 定 积分 | 9 二 10 q。, 化 为 复 变 函 数 积分 
一 2pcosow 十 9 

[一 圳 。 TD 

当 | pg | 二 1 时 ,Z = 9 是 | Z | = 1 内 唯一 极点 


4 
ResLR(Z) ,中 = lim NZ 19) ~ BT 


所 以 [=i.9 .2 = 90, 
P 9 一] 1 一 9 
5 奇 。 
]SInzxu 
而 | 四 
™ COsnw 2ZTOD 
= 
改 Le 1 一 他 
于 是 Rx(n) = .Pp 一 09 , nO 0,1,. 
2x l—ow l—og 


例 7 设 {(XQ),t EE (一 cce)) 是 均值 为 零 的 正 交 增 量 过 程 ， 
E[L| X(t,) — X04) | =| —t 1, 若 YQ) = XG) — X(t 1). 
证 明 ;{Y(2) ,t € (一 00,o0)) 是 平稳 过 程 ,并 求 出 Sy(w). 

证 ”因为 E[YQ()| = E[X() 一 X(t 一 1)] 二 0 一 0 二 0， 
Ry(t+ r,t) = EL[Y(t + 7) YO)] 

一 下 (人 LXGCG 二 rz) 一 XG 十 rz 一 1 (XG) — XG—1))}, 
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利用 增 量 在 不 重 咎 区间 间隔 时 正 交 的 性 质 对 zt 进行 讨论 ,得 : 
者 | zr | 宇 1, 则 Ry(t 十 7z,t) == 0; 
者 0 世 t+ 芝 1, 则 
Ky(t + r,t) 
二 E({[XC( 二 7) 一 XGO 十 [XCGD 一 XG 十 rz 一 1)]) 
* {[ XC X(t—m1)1+ [X(t+rm1)— X(t—1)]}) 
一 下 {LX(CD) — X(t+r—1)}}) = 1—r; 
若 一 1 二 zr 过 0, 则 
Ry(z+t r,t) 
一 EC(([XCt 二 7)—X(t 一 1)] 十 [X(t 一 1) 一 XG 十 c 一 1)]】) 
。{[XCD — XG + X(t — Xm 1))) 
一 尼 ([LXG 二 cr) 一 XG 一 1 了 一 1 十 rr 
1 一 zj， |rl<=1, 
0， | zi 之 1， 
EL[Y (2)] = Ry(0) < co， 
于 是 ,可 以 确定 Y() 是 平稳 过 程 ,其 功率 谱 


oo 。 1 : 
Sy(w) = | Ry(r)e ”dr = |_a 一 | zc |)e "dr 


所 以 Ry (rz) 一 | 


1 
-一 2| (1—rt)coswr dr = 
必 


例 8 设 随机 过 程 (X(2) ,t € T) 与 {Y(2),t € TT) 平稳 相关 ， 
其 互 谱 函 数 是 


2(1 — cosw) 
wr l 


] Bow 
a 二 上台， | 二 ¢， 
sew = C 


0， 其 它 ， 
其 中 C 盖 040 为 常数 , 求 Ryy (7). 
解 。 依 定义 ,有 
= 二 了 和 Jr 一 一 1 10%w jwrt 
Real) 一 元 | Smee dw 二 | (at jw) Gor do 
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2 
nCT 
例 9 设 X() 和 Y(z) 是 两 个 平稳 随机 过 程 ,证 明 : 
Re{Syw lw)} = Re(Syy (0)}, Im(Syy (0)} =— Im(Syx Cw)). 
证 “” 先 求 出 互相 关 函 数 的 关系 
Ryy(7) 一 下 [XGODYCG 十 r)] = Ryy (一 r)， 
依 维 纳 - 茸 钦定 理 , 有 


Sxy (w) 一 | Ry(r)e''dr = | R (—nDe "dr 





[alr—b)sinct+bcrceoscr|. 


=| Rx(Derrdr = SC 


所 以 Re{l Sxy(w)} = Retoyx Co) 
Im( Sxy Cw) } 一 一 JTJmt Oyx (ww) ) 
例 10 设 X(z) 和 Y(z) 是 两 个 相互 独立 的 平稳 过 程 ,均值 mx 
与 my 均 不 为 零 , 令 Z(2) = XQ) 十 YQ) ,计算 Sywy (w) 和 Syy (w). 
解 ”按照 维 纳 - 辛 钦定 理 , 有 


So(w =| Rodr=| [Cw(D +meny]e dr 
= mxmy | erdr = Zwmyd(e), 

Sg =| Re(Deidr=| [Cw — momzleirdr 
=| [Ca (D+ Cyl) —mxCmx + mr) ed 


=| [Ren) + Reg(DJedr 


一 Sx(w) tT Sylw) = Sy lw) tt 2xmrmydw). 
例 11 设 {X(),t ET) 和 {Y(2) ,zt € 人 全) 是 均值 为 零 的 实 平 
稳 过 程 ,已 知 Ry (7) 二 Ry(7) ,Rwy(T) 三 一 Rev (一 z) ,证明 : 
Z(1) 二 X(t)coswot 十 Y(t)sinwot (wo 是 常数 ) 
是 平稳 过 程 . 
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证 ” 依 定 义 , 有 
E[ZC0) 1 一 coswotE[ XC) 1 sinwotELY())] 二 0， 
RK,(t+ r,t) 
= E{([XCt+recoslwotd+ woT) 十 YC 十 TsinCwot 二 wor) | 
* [XC()coswot YC)sinwot |} 
= Ry(rt)coswort™— Ryy (tT) Sin wor. 
所 以 ,与 1 无关, 只 与 tc 有 关 . 
E[Z°()]= RC0) = Rx(0) 一 co， 
从 而 ,过 程 符合 定义 ,Z(t) 是 平稳 过 程 . 


Sz(w) = | R,(De dr 
一 | Rx (rz)coswere ye dc 二 | Ryy(r)sinwore "dr 
一 | Rx(®) (er er)e rdr 
+| Rel?) Ce -ioryeriord- 
= 3[SxCw+ wo) + SxCw— wo)] 


十 二 [LSw(Co 一 oo) 一 SewCo 十 oo)] 


例 12 随机 过 程 X(z) 具有 如 图 7. 3 所 示 的 样本 函数 ,a 是 党 
数 ,b 是 在 周期 工 内 均匀 分 布 的 随机 变量 . 求 ; 





图 7. 3 
(1) 和 bb 的 功率 谱 密 上 度 Sy (w); 
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(2) 当 Y(b = a 十 X(t) 时 的 Sy(w). 
解 (1) 先 将 X(t) 展开 成 傅 里 叶 级 数 形式 


XC) — >》, 下 einreo 一 ， 


放 一 一 OO 


_ 1 72 一 jn0t _ Za * _2 nN 
其 中 下 = $F| Xe dt = js 5 ) 
依 相关 函数 定义 ,有 


Ry(7) = EL[LX() X(t —D)] 


— jno, | 一 上 | -mw (tO—7t—t,) 
-一 E| >, Fe'™o 0 >》 Fe mwp z 一 加 | 
N= OO 


711 二 一 0 


— E| 5 S F, Fue "eo em | 


SxCw) =| RxDeivrdr = 2r 2) |F, | — mo) 


PI 


2 Le 
=— 和 2 sin (FE) — mwo). 


1 一 一 oo 


(2) 对 Y() 一 a 十 X(C)， 有 

Rv(r) = ETYCDYG 一 zj 一 E{[a+ X(t) lai+ XG —7r))) 
= a +aE[X() +aE[LX(G—0]+ ELXG)XC—7) | 
一 a 十 Ry(z). 

再 依 维 纳 - 六 钦定 理 , 得 


Sr(w) =| Ry(Deirdr = 2raz8(o) 十 Sx(o) 
2 Ba 1..:/m" 
一 2rQa 6(w) 十 一 2 Sn dw — mwo). 


例 13 ” 设 平 稳 过 程 X(1) 有 有 限 的 均 方 值 ,功率 谱 密 度 是 有 
理 函 数 
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(@o 一 al)(o 一 az) (wo 一 aN) 
Jx Cw) 一 (w—B)Cw— BB) (wo— By) 
其 中 NN 和 MM 是 偶数 ,证 明 : 
(1) Sx(w) 是 实 的 偶 函 数 ; 
(2) C 为 常数 ，; 
《3) 具有 非 零 虚 部 的 a; 和 8; 共 斩 成 对 出 现 ; 
(4) 对 任意 wy,Sx(w) 之 0; 
(5) 分 子 在 有 实 根 , 则 必 为 侦 次 的 ; 
(6) 分 母 没 有 实 根 ; 
(7) N= AM. 
证 (1) 依 维 纳 -六 钦定 理 ,有 


Sx(w) 一 | RODecoswrdr—| R(T)sin wrdr, 


因为 RC7) 是 偶 函 数 , 所 以 第 二 个 积分 为 零 . 从 而 Sx (lw) 是 实 的 侦 
区 数 . 
. N_M Ci—a/w 一 ao 一 avy/ow 

(2) limSx Ce) = lmCou 0 
当 w 一 co 时 ,Sx(w) 一 Cw” “. 因为 Sx(w) 是 实 函数 ,所 以 C 为 实 
常数 . 

(3) 不 妨 以 零点 为 例 , 设 a = 二 al 十 jb, = re ， oz 一 Qs 二 jb 
一 me , 则 
(o 一 al)(o 一 ao =w [二 a) Tb,) 四 十 mrei gs’, 
当 且 仅 当 页 二 一 6, ,0 一 一 名, 即 ax 王 玫 时 ,上 式 为 实数 , 故 命题 成 
立 , 对 于 极点 的 讨论 与 之 类 似 . 

(4) 依 定义 知 ,Sv(o) 之 0. 

(5) 设 u 为 一 个 实数 , 则 当 且 仅 当 含 w 的 因 式 为 偶 次 时 ,对 任 
意 的 ww 有 SCw) 实 0. 否则 当 w< 一 ac 和 wow > a 时 ,Sx(w) 有 不 同 符 
与 ,与 Sx(w) 宇 0 矛盾 . 


(6) 因为 均 方 值 中 有 限 ,而 类 = | Sx Cw)dw. 故 车 SxCw) 
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. 到 有 ? 


分 母 中 有 一 实 根 , 当 积 分 路 线 经 过 此 点 时 ,积分 成 为 奇异 的 ,与 假 
议 得 出 下 局 . 


(7) 因 | Sr(wo)do 存 在 ,应 用 limwSsv(o) 一 0. 当 w 很 大 时 ， 


由 题 (2) 知 Sx (w) < C/o ,要 使 极限 式 成 立 , 应 有 M>> N. 又 由 
题 C3) 知 ,M,NN 均 为 偶数 , 故 必 有 JM 之 NN 十 2. 
例 14 随机 过 程 Y(z) 是 由 一 个 各 态 历经 的 白 噪声 过 程 XX(2) 
延迟 时 间 工 后 产生 的 . 若 XCoO 和 YQ2) 的 谱 密 度 是 5, , 求 互 相关 国 
数 Ryy (Tt) 和 Ryx (7) ,以 及 互 谱 窗 度 Sy Co) 和 Syx (w). 
解 ” 依 定义 Rwy(7r) = E[X() Y(t 一 DD |] 二 Ry (—7)， 
其 中 Y(t 十 T) = (2). 由 此 得 
Y(t) = X(T), Y(t—r) = X(t—rt— 1), 
Ryy(7) = EL[LX(t) X(t—r— TD)]= Ry(—7), 
EL[X(t) X(t—rt— TT)] = Ry(r+t TT), 

所 以 Ryy(7) = Rylrt+ TD) = SdCt+ TT) = Ry (—0), 


Sy(w) 一 | Reo(oDeieedr 
-- | S84 Teiordr = Seior, 
Sw (w) = | R Cr) ei dr 


| S,8(—t+ Derdr = Seier, 


Ryy(T) = Ry(0) = Ry (T), 
图 形 如 图 7. 4 所 示 . 


Rxr rT) 


Ryx(r) 


0 z 
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第 三 万 “平稳 过 程 通过 线性 系统 的 分 本 


主要 内 容 


一 、 线 性 时 不 变 系 统 

1. 满足 下 列 条 件 的 算 子 称 为 线性 算 子 . 若 y1(2) = 二 LLzx1(2)1， 
yz《t) 二 LLzxs《t) ,对 任意 常数 w,8, 有 

L[azri 十 Br 人 (b] = aL[zx (2)j + BL[zs (2)] 
一 ayi(t) TT Bys(t). 
对 于 一 个 系统 , 硅 算 于 上 是 线性 的 , 则 该 系统 称 为 线性 系统 . 

若 以 z(t) 表示 系统 的 输入 信号 ,以 y(z) 表示 系统 的 输出 ,有 
关系 式 yb 二 L[xC) 成 立 , 则 工 表 示 系 统 的 zx(z) 的 作为 ,是 对 
X(t) 运算 的 符号 , 称 为 运算 子 或 算 子 . 工 代 表 各 种 可 能 的 数学 运算 
方法 . 

2. 若 工 为 线性 系统 的 算 子 ,并 对 任意 的 时 间 乎 移 = 盖 0, 有 
yt 十 rz) 一 LLzGt 十 r, 则 称 该 系统 是 线性 时 不 变 系统 . 

3. 设 芝 为 线性 时 不 变 系 统 , 如 果 输 人 为 一 谐 波 信号 z(b = 
en“ , 则 输出 为 y(t) 二 昌 Qw)e*'. 其 中 本 (Oo) 一 般 是 一 个 复 值 孙 ， 
数 , 称 为 系统 的 频率 响应 函数 . 

4. 设 工 为 连续 的 线性 时 不 变 系统 ,并 具有 频率 响应 五 (jw)， 
则 当 输入 为 zx(2) 时 ,输出 y(D 为 


yD 一 | Ah 一 DXCDd 一 | ADXG 一 Ddr， 


其 中 AD) = | HO er dt. 
TE oc 


如 果 输 入 x(t) 是 一 个 单位 脉冲 SC , 则 有 
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VCD) 二 | h(t — D8) ds — hc). 


h(t) 可 以 看 成 系统 在 输入 一 个 单位 脉冲 时 的 输出 , 称 为 脉冲 响应 . 
脉冲 响应 与 频率 响应 构成 一 个 傅 里 时 变换 对 . 
对 于 一 个 线性 时 不 变 系 统 , 如 果 系 统 的 脉冲 响应 可 积 , 即 


| _ jh() | di 过 0, 则 这 个 系统 是 稳定 的 . 


5. 设 输入 zxC2) 输出 y(t) 和 脉冲 啊 应 A(z) 都 满足 傅 里 叶 变 
换 条 件 , 它 们 的 全 里 叶 变 换 分 别 为 XC(w),Y(w) 和 互 (o) , 则 有 下 列 
傅 里 叶 变 换 对 : 


XD =| zewd, [YOw =| ye 
z(D 一 元 | Xe do, |y() = | Ye do 


H(w) = | h(t edie dt, 


h(t) = 六 | H(w er' dew, 
TJ 一 co 


有 Yo = HO)XG), y=) XC He di 


这 里 , 瓦 (wo) 也 可 以 写成 HOQw). 

6. 如 采 和 输出 y(2) 在 时 刻 上 的 值 只 决定 于 时 刻 : 的 输入 z(o 的 
值 , 则 称 该 系统 为 骨 时 系统 . 

不 是 瞬时 系统 的 系统 称 为 动态 系统 . 

一 个 系统 在 时 刻 上 的 输出 完全 决定 于 在 [一 工 ,如 区 间 的 输出 
值 ( 工 盖 0) , 称 这 个 系统 为 记忆 时 间 为 工 的 记忆 系统 . 

在 t 时 的 输出 y(t) 值 仅 与 过 去 (包括 现在 ) 的 输入 值 有 关 , 而 
与 将 来 的 输入 值 无 关 的 系统 称 为 可 实现 (或 有 因果 性 ) 的 系统 , 即 
Air) = 0 (rt > i), 

如 打动 态 系统 的 输入 .输出 是 连续 时 间 范 数 旦 可 用 一 组 常 微 
分 方程 来 搞 述 , 则 称 之 为 集 总 参数 .连续 时 间 的 动态 系统 ; 如 果 输 
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入、 输出 是 离散 时 间 肾 数 , 且 可 用 一 组 差分 方程 来 描述 , 则 称 之 为 
集 总 参数 高 散 时 间 的 动态 系统 . 

线性 、 集 总 参数 的 动态 系统 的 输入 ,输出 关系 可 用 卷 积 函数 来 
描述 , 即 ,CD 一 | h(t)zlDdc; 其 中 hCGr) 二 上 L{8( 一 力 ) 表 
示 在 tT 时 输入 绒 加 以 冲 激 信号 而 在 t 时 输出 端的 响应 . 

7. 对 于 时 不 变 的 线性 动态 系统 ,有 L(G 一 7)} 二 h(t 一 必 )， 
即时 不 变 、 线 性 动态 系统 的 冲 激 响 应 仅 与 时 间 差 (一 zt) 有 关 . 

对 于 线性 时 不 变 、 具 有 因果 性 的 动态 系统 ,有 

y(t) = L{zx(t)}= | h(t—r) rr dr 一 | At 一 rz)ZCr)dr， 

即 输出 为 输入 函数 与 系统 冲 激 响应 的 卷 积 .， 

二 输入 与 输出 之 间 的 联系 

1. 谤 上 是 线性 时 不 变 上 且 对 均 方 收敛 连续 的 系统 , 则 

(1) 当 输 入 XGoO 是 实 平稳 过 程 时 ,输出 YG) 也 是 实 平稳 过 程 ; 

(2) 和 CD 与 YQ) 的 随机 谱 函 数 之 间 有 关系 

fo) =| HOGwW dt 0); 
(3) X(t) 与 Y(t) 的 谱 图 数 之 间 有 关系 
F,(w) — | [HOw | dF, (0). 

谱 密度 之 间 有 关系 Sy(w) = | 玉 (jw) |?Sy(w). 因为 昌 Gw) 是 系统 


的 频率 啊 应 函数 ,所 以 称 | 玉 (jw) | 为 系统 的 频率 增益 因子 或 频率 
传输 函数 . 


2. 设 {X(),t EE ( 一 00,00)) 的 均 方 连续 的 平稳 过 程 ,其 均值 
为 mx 相关 函数 为 Ry (7) , 则 输出 过 程 


Y() = | a XC) dr 
仍 是 平稳 过 程 ,其 均值 和 相关 函数 分 别 为 
my(t) = mx| hlwdu = 常数 ， 
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R, (st+ 0) = Ry Ce) = | | RC ut hadhC dudv, 
上 式 也 写成 Ry (t,t,) 一 | 民 (ft) ,ts — Wu) hu) du, 


或 Ry(t! ,t,) =| Ry (i — wt, )h Cu) du. 


Ry (rt 一 Ud 十 v) 也 瑟 成 Rx(t 一 wu,t 一 vw). 

3. 设 L 是 线性 时 不 变 且 对 均 方 收敛 连续 的 系统 , 奇 输 入 
XX(1) (一 co 过 1 之 0) 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 , 则 输出 Y(z) 也 是 平 
稳 过 程 ,日 X(t) ,Y(t) 平稳 相关 ,其 互相 关上 图 数 与 互 谱 密 度 分 别 为 


RRw(Cr) = | h(u) Ry (rt wu) du, 


Sxy (ww) 一 HUw) Sy (w). 
其 中 Sx(w) 是 X() 的 谱 密 度 ,h(7) 是 系统 的 脉冲 响应 函数 ， 
有 (jw) 是 系统 的 频率 响应 函数 (h(w) 的 侵 里 叶 变 换 ， 
三 ,多 个 平稳 过 程 之 和 的 输入 与 输出 之 间 的 关系 
设 系统 的 输入 XX(#) = Xi(z) 十 六, (2) 是 两 个 平稳 相关 的 随机 
过 程 之 和 . 铬 系统 是 时 不 变 的 , 则 输出 Y(2) = 了 (2) 十 Y,(2), 且 


E[YC)1= GmX, + mX, )| hl du 二 常数 ， 
Ry(7) = E{[Y, (十 YY + oY,(s, tr |) 
一 Ry (z) 二 Ky (zr) tkyy, (zt) 十 人 yy (zt) 9 
其 中 Ryy, CnD 一 | | Rw (Crt wu) ha) (us) du dus, 
Ry (DD) = Rxy (7) + Rxy (D+ Rxy, (7) + Ry, (7). 
右 Rx(r) 绝对 可 积 , 则 有 
Sy(o) = | HOG) | LSx (wo) + Sx (o) + Sx x Cw) + Sx x (w)]; 


Sxy (w) 一 五 (jw)LSx Cw) 十 Sx, Xx, (ww) 十 Ox xX, (w) 十 Dx, (w) |. 
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疑难 解析 


1. 怎样 理解 一 个 线性 时 不 变 系统 的 输入 与 输出 ? 
答 “” 设 一 个 线性 时 不 变 系 统 可 以 用 微分 方程 
ao0X (taX”™ (+ 十 a,X (1) = Y (2) 
来 描述 ,其 中 Y (tt 和 《一 cco) 是 平稳 过 程 ,a。 1 9 "90 是 第 
数 , 则 随机 过 程 


X04) = | ht— Yds, 一 co < 一 co 


是 微分 方程 在 (一 c ,co) 上 的 唯一 平稳 过 程 解 ,其 中 h(tz) 是 脉冲 
响应 函数 . 


对 比 之 下 , 即 知 当 输入 是 Y(o 时 ,微分 方程 的 解 即 为 系统 的 


2， 频 率 响 应 函数 有 什么 意义 ? 

答 。” 对 线性 时 不 变 系 统 输入 一 谐 波 信号 x(t) 一 e”' 时 ,输出 
六 y(?) 二 L[e”* 二 及 Qw)e*'( 太 Gjw) 也 写成 吾 (w)) ,也 是 同 频率 
的 谐 波 ,只 是 振幅 和 相位 发 生 了 一 些 变化 . 而 五 Go) 反映 了 这 个 
变化 , 称 为 系统 的 响应 函数 . 如 果 将 蝇 Qw) 表示 为 HOw) = 
Alw)e*”, 则 |AClw)| 二 | 吾 (jw)| 称 为 系统 的 振幅 特性 ,0C(w) 是 
H((jw) 的 幅 角 , 称 为 系统 的 相位 特性 . 

3. 说明 线 性 系统 的 输出 过 程 Y(2) 的 相关 函数 的 意义 和 求法 . 

答 “” 当 输入 平稳 过 程 XC() 的 相关 函数 是 Ry(r) 时 ,输出 过 


程 y(D) 一 | hz 一 DXCr)dr 的 相关 函数 


R Cr , =- | | hCGDhCO Rr— ut vdudyv 


一 Ry(r) (zt 一 1 — t, ). 
显然 ,相关 国 数 Ry (zt) 只 是 时 间 差 rt 一 万 一 六 的 图 数 , 所 以 说 
明 输 出 过 程 了 (zi 是 平稳 的 . 并 由 Ry (Cr) 王 民 Cr) <Pr) 知 , 输 出 
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过 程 Y(t) 与 输入 过 程 XCbD 之 间 还 是 联合 平稳 的 . 
同时 ,还 可 以 得 出 
Ry(7) = Ry(r) x*h(r) < h(—r). 
所 以 ,输出 相关 函数 还 可 以 通过 两 次 卷 积 产 生 . 第 一 次 是 输入 相关 
函数 Rx (7) 与 脉冲 响应 的 卷 积 Ry (7) ,第 二 次 是 Ryx (7) 与 h( 一 7) 
的 卷 积 ( 见 图 7. 5). 


Rx lr) 





方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 市 的 例题 比较 复杂 ,很 多 是 实际 应 用 问题 ,要 与 物理 .电工 、 
声学 等 知识 相 缩合 ,计算 的 量 也 较 大 、 较 复杂 .所 以 ,一 是 要 牢记 公 
式 , 二 是 要 认真 分 析 题 设 , 从 条 件 中 寻找 依据 寻求 方法 ,才能 简捷 
地 求 得 正确 的 解 . 


例 1 验证 下 列 线性 系统 是 否 线性 时 不 变 系 统 : 
(1) 如 果 系 统 工 对 于 任意 的 上 ,都 有 


y(D =L[7(D] = 0 
(2) 如 果 系 统 上 对 于 任意 的 上 ， 都 有 
y(t) =Lrz(D] 一 | h(t— rs) ds = x(t) x h(t); 


(3) 如 果 线 性 系统 工 对 任意 的 1 ,都 有 

y(t) = LL[zCG) J]= [zr 1. 
解 。” 用 定义 验证 是 否 线性 ,是 否 时 不 变 . 
(1) 因为 


| Bas 一 §[ Dae) | 一 > de ) 


? 
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本 Dal [za Ct)] 一 2 jaryi C2), 

z k=1 ki 

所 以 ,L 是 线性 的 . 又 
LTzd 二 D]= 入 (drt) .dt 


dt dzE 十 了 ) di 
dzx(tT zt) 
一 dc 十 了) 人 十 Z)， 
所 以 三 是 时 不 变 的 . 故 革 是 线性 时 不 变 系 统 . 


《2) 因为 
| Dear | 一 | he— | Daszsl®) | 
一 = Dol 六 人 t s)xi(s)ds 


一 yaL[ziG)] 一 yoy (CD， 
k=1 k=1 
TELzG 二 rzr) |= | h(t 一 srs 二 ds ( 令 w = 5 十 如 DD 


一 | Ace+r- u) Xu du 一 y(t), 

所 以 ,上 是 线性 时 不 变 系 统 . 

(3) 因为 

Laizi(t 十 aszo(t) | 

= [axlt)+azr 

一 ai [x (1) | 十 2aiazTI (tf) x, (2) 十 a | x, (2) ， 
但 alLlzC) 十 ae:LLz (Ci 三 aiLzi Ch 二 +a,Lz, (tt) |, 
故 Laz (ti 十 azogti] 尖 alTLLzi (gt 十 az 了 (tj]， 
所 以 ,二 不 是 线性 时 不 变 系统 . 

例 2 设 系统 的 输出 y(2) 与 输入 x(t) 有 以 下 关系 : 


>a, dD = Sb, d .x(t) 


(n > m). 
全/ ge n m 


286 


取 初 始 条 件 使 齐 次 方程 >a du? = 0 的 通 解 中 所 含 任意 常数 


为 零 . 求 系统 的 频率 啊 应 
解 ”可 依 定 理 求解 ,但 用 傅 里 叶 变换 求解 更 简单 . 
对 题 给 方程 两 边 进行 传 里 叶 变 换 , 并 利用 初始 条 件 ,可 得 


| dy (7 YD ee de 一 (jao)YCw) (微分 性 质 )， 


— 


oo 3 
| Sz e "dt = (jw) X Co) ， 
故 3 (jw)'Y(w) = yp Gv) X Cw). 
k=0 
移 项 ,得 Y(w) = XC) Do do) |]/[ Dad)" 
= HOw)X(w), 


所 以 HOw) = Da [Dad 
例 3 求 图 7.6 所 示 RC 电路 系统 中 的 频率 啊 应 


R 
TR 
i 
Tt) 人 Cc yz) 


图 7.6 
解 ” 设 输入 为 x(2) ,输出 为 y(t),y(?) 即 电 容 上 的 电压 , 设 回 
路 电流 为 i, 则 由 关系 式 


;= C dy 人 RKC 9 二 y(t) = z(t), 
| dt 一 > 
zCD) = iR+ y(t), + yD) = ser C2). 


设 a 二 1/RC, 即 得 一 阶 线 性 常 未 数 币 分 方 和 
D+ ay (1) = ax (1t), 
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所 以 该 系统 是 一 个 线性 时 不 变 系统 . 令 0 一 e”… ,可 解 得 y(b 一 


二-e" ,所 以 系统 的 频率 响应 为 





HOw) = 一 全 一 . 
a 二 Jw 
例 4 茶 系 统 的 输入 xz 与 输出 y( 之 间 有 关系 式 
yD 一 | er)ds, p>0 


- 求 系统 的 脉冲 啊 应 函数 At 
解 ” 依 定 义 , 有 


y(t) 一 | eh ds) ds 一 1 


当 + 二 0 时 ,h(t) 没有 定义 . 

例 5 设 线性 系统 昌 Gw) 的 输入 是 平稳 过 程 xb ,功率 谱 密 
度 是 Sy(w) ,输出 是 Y(2). 

(1) 求 误 差 过 程 E(t) = YQ) 一 X() 的 功率 谱 密 度 函 数 
SE (0w); 

(2) 如 图 7. 7 所 示 , 设 输入 到 RC 电路 的 是 一 个 二 元 波 过 程 ， 
求 误差 过 程 EE(2) 的 功率 谱 密 度 Sy (w). 


Xt) 


“+. 


图 7.7 
解 1) 依 相 关上 六 数 定义 ,有 
Re(7) = E{[Y() 一 X(t]LYG 一 z) 一 XG 一 z) 
=— Ry(r) 二 Ry(7) 一 下 mr) ~— Ryy (7). 
因为 Sy(w) = | HOw) | “Sy(w), 
Oyx (w) 一 HUw) Sx (w), Sxy Cw) 一 HOw) Sy Cw) ， 


0 ， t < 40， 
er, 10, 
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所 以 SE(w) 一 | HGw) SCo) + Sx Cw) — HOw) Sx(w) 
= | H(iw) —1|’Sx(w). 


.、 a 1 
(2) 由 例 3 知 ,RC 电路 的 HGw) = 7 RC 又 由 第 


节 例 12 知 ,二 元 波 过 程 的 功率 谱 密 度 Sx (w) = 3 ,所 以 


.2 
Se(w) = | Ho 一 112Sv(o) = Sn Co/2 
a 十 ww 


例 6 设 有 电路 如 图 7.8 所 示 . 输入 为 白 品 声 过 程 X(t) ,相关 
晴 数 Rx(7) 二 S65(7), 求 系统 的 冲 激 啊 应 函数 hlzt) 和 输出 过 程 
Y(z) 的 均 方 值 y. 


Rl Rk, 
4{) 0/3 
XCL) J TT Y(t) 
F/8 F/6 
图 7.8 


解 ”由 分 压 关 系 式 写 出 系统 的 频率 啊 应 为 
有 Co) = 1/[1 二 Jw RIC 十 长;Cz 十 代 1C2) —w RiR,CiC, | 
= 36/(36 十 j44w 一 w) 


36 | 1 加 1 )， 
16vV7 ,jwo 十 22 一 8V7 jw 十 22 十 8V7 
则 相应 的 系统 脉冲 响应 函数 
hz) 一 _ FI HOw)] -一 fea e280 (), 
4V7 
依 定 义 ,Y() 的 均 方 值 为 
£2 = Ry(0) = | Sh (2) dt 


81 | (22~8/T)t (2218/D)1 -2 
= 本 594 [e e dz) = Se. 
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例 7 设 一 力学 系统 如 图 7. 9 
所 示 . 输入 是 作用 在 质 块 上 的 力 
z(t) ,输出 是 位 移 y(t)( 设 质 块 质 
量 为 m, 劲 度 系 数 是 &,C > 0 是 阻 
尼 系 数 , 且 c << 4). 求 系统 的 频率 
Mg hy H Ow), 图 7.9 

右 输 入 X(Cb 是 白 噪声 ,Sxy(w) = S, , 求 输出 YG() 的 谱 密度 、 
相关 图 数 和 平均 功率 . 

解 ”此 力学 系统 的 运动 方程 

m LUD CAD + hy) ~ z(1) 





是 一 个 二 阶 线性 常 系数 微 分 方程 ,所 以 该 系统 是 一 个 线性 时 不 变 
系统 . 邻 工人) 一 el , 因 为 y(t) 一 HOw) er” ;所 以 代入 运动 方程 得 
m(jw) HOw)e’ 十 COw) HOw) er" + EkH (Jw)e"' = e*', 


/ ， l 
化 何 即 得 H (Uw) Ei Ticw mo 


艳 下 (一 Ja) 一 — 


k — jcw Rw 
各 Xi) 是 白 噪声 , 则 
Sy (w) = HOUw)H(~ jw) Sx (w) 


= 客 / (一 (各 ) ]+2(#2) 


k (- 
中 »” 一 人 一》 -一 一 一 一 
全 "Nm 
利用 留 数 可 求 得 Y(z) 的 相关 函数 
Ry(7) = | Sl) erda 
一 - ee | cosenry 1—é’ 十 一 人 一 sinw | zjv 1 一 全 | 


/ier 
令 z = 0, 即 得 输出 的 平均 功率 
290 


Sow 
8ek”. 

例 8 设 有 一 RC 电路 系统 ,输入 电压 {X(t),t € (一 00,00))} 
的 均值 为 零 ,相关 函数 Rx(r) 二 oe" ,8 0,a 关 PB 求 输出 过 程 
{YQ)}) 及 相关 函数 Ry Co) 与 谱 密 度 Sy (w). 


fi = Ry(0) = 





1 

解 由 例 3 知 ， 末 (]o) = 一 二 4 = Re, 而 
ee t 之 0， 
h(t) 一 。 ,< 一 0 


所 以 ,输出 过 程 
yp = | h(t— XC ds = ae eX (sds. 


因为 ”S.Cw) = crierR CT dr 








2 jp Btiowr J 一 20B 
?| 。 dr+o| dr 一 上 
\ : ~、|2 2a’o B 
所 以 Sy(o) = | HOw)|’ Sx(w) Cr Fa Ty 
于 是 ”Ry(7) = | Sreerdo 
1 | 2a’G B 
= 友 | (wa) 十 Je “do 
一 28 Er 
x ~ (a tw ) (8B' 十 5 
2 
= py (ae H* — Be "), r= 0. 
因为 Ry(z) 是 偶 函 数 , 最 后 得 
2 
R, (7) __ Pg" 一 Be ) 
例 9 设 线 性 时 不 变 系 统 的 频率 啊 应 HQw) == 放 干 9, 输入 平 


稳 过 程 XCo 的 相关 函数 Rx(r) 一 e 求 互相 关 函 数 人 xz). 
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解 HG = 1- 
相应 脉冲 响应 
Ar) 一 SGr) 一 (ca 十 Be (Cr)， 
互相 关 函 数 


Rx) 一 | Rx(r—wh(do 
本 | _ LS(Co — (a+ Pe Fulv) Je “ldyv 


= "(atp| eve dv, 
0 





当 r<0 时 ,有 
—Bv —alr—l — ~ —Bu aulr-v| 一 一 ee . 
| ~ dv | 加 机 从 +p 
当 z 宇 0 时 ,有 
| © Pre lr-nl dw 二 eerat| eeerpd, 
0 0 rt 
— 1 -Br 一 ar 1 -Br 
2 Be e ya . 
综 上 所 述 , 有 
(1+e ee, rz 
Ryx (zt) 一 


ar a 二 Bp -Br ar a 十 记 一 Pr 
© "Tape C ) TF z 之 0. 


例 10 设 随 机 过 程 Y(z) 满足 微分 方程 
Y (+3Y (CD +2Y0) = X00), 
其 中 X(z) 是 白 噪声 ,Rx (Cr) 二 K8(z). 证 明 :Ry (C2) 满足 微分 方程 
Ry(7) 十 3Ry (7z) 十 2Ry(r) 一 0， 
方程 初始 条 件 是 :Ry(0) = K/12,R’,(0) = 0. 
证 ”对 题 给 方程 两 边 取 健 里 叶 变 换 , 可 得 
YOL Go) 十 3jo 十 2] = XGw), 
改 其 频率 响应 
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H(Ow) = YOw) /XOGw) = 1/L YGw)’ + 3jw 十 21. 
Sy(w) 一 | HOYw) | SCo) = K/[ (2— ow) 9 | 


| 
3L24NAL 十 Jo 1 jw 4\2 二 jw 2 一 joy/ 


所 以 ”Ry(7) = | (2e —1e*)u 一 (te 一 并 ja ， 











< 2 
右 取 = 盖 0, 则 有 R, (7) 一 长 (本 er 一 了 ee 


可 以 验证 , 尺 -Cr) 满足 
| y (7) + 3Ry(7) + 2Ry(r) = 0, 
Ry(0) = K/12, Ry(0) 一 0 





例 11 在 图 7.10 所 示 系 统 中 输入 XC() 同时 作用 于 两 个 
(1) 求 输出 Yi (2) 与 Y, (2) 的 互 
谐 密度 Dy y, (0w); 

(2) 设 X(2) 是 零 均 值 的 具有 单 
位 谱 高 的 白 噪 声 , 若 要 使 Y (i) 与 
Y,(z) 为 不 相关 过 程 ,hj (rr) 与 h, (Cr) 
要 满足 什么 条 件 ? 图 7. 10 

解 (1) 对 图 7. 10 所 示 系 统 , 有 

Yi CitiY 一 T) 一 | YY (DAO—t— Wh, udu, 

Y, (站 XG 一 上 = | XC XG Dh Ca) da 


对 上 面 两 个 等 式 的 两 边 分 别 取 期 望 , 得 
Ryy, (DD 一 | RyxCrt hl du, 


Ryx(D) =| RyCr—ahla)da. 
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故 有 Ry y, (7) = Rx(r) x* hi(r) x hs(—r), 
YY, (Ww) = Ox Cw) Hy QJw) H, (jw). 
(2) 安 Y(2) 与 Y(t) 不 相关 ,应 有 Ryy, (7) 二 0, 即 h(t) x 
/2 一切 二 0. 因而 在 频率 域 里 有 昌 ; jw) HH; Cjw) 二 0, 即 在 频 域 中 
要 求 两 个 频率 啊 应 函数 的 振 焉 频率 特性 不 相 重 符 . 
例 12 设 随 机 过 程 满足 微分 方程 
Y (1) 二 +2YG) = X(), 
[yo 一 1]， 
其 中 XC) 是 平稳 过 程 , 且 ELXCD] = 2,Rx(r) = 4 十 2e 1", 求 
ELY(2)], Ryxyltiyts) 和 Ry ,ts) ty > 0,t, >0,t>0. 
解 ” 设 E[YQ)] = my (4) ,对 微分 方程 取 期 望 ,得 
m’(t) + 2my(t) = mx 一 2， 
{eo 一 1. 
解 一 阶 线 性 津 微 分 方程 ,得 my(t) 三 1. 
将 原 方程 改写 为 
Y (pp) 十 2Y(G) 一 和 (tb)， 
将 方程 两 边 乘 以 X(CGn ) 再 取 期 望 值 ,得 


we ;bt ) 十 2Ryy (ti ,ts) 二 4 十 2e 1 ， 
2 


Kyy (1 ,0) 二 1. 
解 上 述 方程 ,得 


2 和 eh ei ), 
Ry (t,t,) 一 5 
2 2(enT — er2), 


将 原 方程 改写 为 
Yi (£1) + 2Y0) = X(t), 
(yuo, 一 1， 
将 方程 两 边 乘 以 Y(t,) 再 取 期 望 值 ,得 
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oe st,) + 2RKy (i ,2 ) 一 Kyy (i ,tz )， 
l 


Ry(0,t,) = 1. 
解 上 述 方程 ,得 
1 十 二 (es el +e er ), ti,, 
Ry(t ,t,) = 
1 十 S (er 一 ee 二 ee， 页 < 
例 13 设 随 机 序列 (X,) 是 一 个 旦 噪声 序列 (W,} 经 图 7. 11 
所 示 线 性 系统 所 得 到 的 输出 , 即 
AX, 一 4A，I 十 多 ，Ao 一 0， 
其 中 Xe 是 初始 值 . 已 知 {W,) 是 平稳 的 ,均值 为 mw ,方差 为 ow. 
(1) 求 ELX, ,并 说 明 在 什么 条 件 下 {X,} 是 均值 平稳 的 ; 
(2) 若 mw 二 0, 求 Cov(X,,X, ,), 并 说 明 在 什么 条 件 下 {X,) 
是 党 平稳 的 ; 
(3) 大 mw 二 0, 在 (X,) 是 宽 平 稳 的 条 件 下 , 求 {X,) 的 相关 孜 
数 R(m). 





图 7.11 
解 (1) 系统 的 脉冲 啊 应 h(n) = a"U(n). 输出 是 


X, = ,hm Wn— m). 


m= 属 


对 上 式 两 边 取 期 望 , 有 


E[X,] = ORELWA mm 一 > a"my. 


m= 办 二 从 
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i 


当 | a |j< 1 时 ,{X,) 是 均值 平稳 的 , 且 ELX,. = 了 一 


Cov(X,, X,,) = Ry(n,n—m) = EL Xn) Xn mm) | 





一 El S OACRRCO Wn— kW nO—m— ) | 


k=0 {=0 
= 2, DhORCODRy m+ 1—&k). 


2 
Ow n 一 0， 


于 白 噪声 的 相关 函数 Rv CD 一 人 0， 


Cov(X, ,X，) = Dh — m)os. 











当 m>0 时 ,有 
oo m 2 
Cov(X, ,Xn) = ara mgsyU(k—m) 一 ys. 
k=0 
OO —m 2 
CovCX, ,Xn) = Daiar™gs, 一 全 
k=0 l—a 
所 以 , 当 a 二 1 时 ,{X,) 是 宽 平稳 的 , 且 有 
|zz 2 
COov(X ,和 A,,,) 一 - Ww 
l—a 
(3) 依 定义 可 求 得 (和 的 方差 , 即 
2 
OW 





DELX, | > 一 EFE[ X°| -一 Ry (0) -一 Cov(X, ; 入 ，) -一 ] 7 9 
一 人 


Cov(AX, ,A ,) jm 
从 而 R(m) ~ 一 DTX ] — 0 . 


例 14 设 一 个 随机 过 程 XC() 的 功率 谱 密 度 Sx(w) = 


-包工 4 _ , 求 一 个 可 实现 的 稳定 系统 如 (jw) ,使 得 具有 单位 谱 
只 十 l0w 十 9 
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高 的 白 品 声 W(z) 输入 时 ,输出 过 程 的 功率 谱 密 度 恰 为 Sx(Co)( 此 
系统 被 称 为 成 形 滤波 器 ) ,并 回答 结果 是 否 唯一 . 
解 ” 因为 Sy(w) 二 | 开 (o) | “Sw (w). 依 题 意 , 得 
. 2 w+4 w 二 4 
| HOw) | w 十 l0w 十 9 (wo 十 9)(o2 十 1 
所 以 ， 对 应 上 元 可 导出 基本 舌 现 的 稳定 系统 有 


(3 十 J]w) (i 十 Jw) 3 十 4jw 一 we 
Ha(jo) = 到 工作 一 一 


(3 十 joD)G1L 十 jo) 3 十 4o 一 oo 
可 知 ,结果 不 是 唯一 的 . 
例 15 设 一 个 随机 过 程 Y(z) 的 功率 谱 密 度 Sy(w) = 
-+ , 求 成 形 滤 形 器 的 状态 模型 
解 ”由 例 14 可 以 写 出 
| HOw) |* = 


0 
a (aw ) aw 
所 以 ,成 形 滤 形 器 的 传递 函数 (频率 响应 ) 是 

H(Uw) = 0 


a 十 V2ajw 十 (jc 
与 之 相应 的 微分 方程 是 


XC) V2aX) + a Xt) = 6W), 
相应 的 状态 模型 为 


X(1) 0 1 | TX() 0 
.. 一 , 十 W (1),， 
X(t) —a: 一 V2a AH b 


(£) 
Yi) 一 | 1， 中 | | 
XO) 


例 16 在 图 7.12 所 示 反 馈线 性 系统 中 ,n(t) 是 昌 曲 声 ， 
So) 二 1,X(t) 与 n(t) 不 相关 , 即 R,(z) 一 0, 设 
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H, Go) H ja) 
1 . 
Foto) = TF HG Hw) Hoa) 


的 健 里 叶 道 变换 为 h(t) ,Yi 如 图 7. 12 所 示 . 证 明 : 
Ry (+) 一 一 h, (Tt). 






nt) 
X(t) 
明 


Y(1) | 
: — 
EE 


图 7. 12 
证 ” 依 合 加 原理 ,可 设 
YY = YY,(2) + Yx(t) = h(t x nlt) h(t) * Xt), 
— H, Cw) HGw) 


， 一 ~ -~ 一 ， 
而 mT TFHONHOVDH OG Ne 
H, Giw) = ! 


h(t) = [Hw)|=~h, 0), 
ht) = FH, (iw)], 
故 Ry (rz) = E[Y(t)n(t—7))]| 


—E| I — hwnlt— wdu 
+| hd XG~wduln(—D) 
= 一 | Ah Cw ELnCt — wnlt 7r) du 


a= 


二 | h, ET XG — nt — 0) Jd 


| 


-| to)R, Cr— wdut | hs (u) Rx, (Tt — wu) du 


rp 


=—| hr— Wd = 一 有 (CD 


Ce 
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种 八 章 ” 正 态 ( 高 斯 ) 随 机 过 程 


第 一 六 多维 正 态 随机 向 量 


主要 内 容 


1 -2 
1. 车 X~NCO,1), 见 v(Z) 一 一 -ee 2， 
右 则 概率 密度 涌 数 为 f(x) 有 特 


征 函数 为 py () 一 e"“. 
夺 久 ~ N (pg, 0 ), 则 fx (zx) = 及 ec /ae Px (v) 一 


no 





exp{juv—o v /2). 
2. 阁 久 是 二 维 标 准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 则 
| 一 27rzy 十 玉 
fx(AXA)= fy(xi ,x,) rd 71 一 7 了 | 


2 2 
Ti 十 2rv,v, 十 名 
XX, 站 ep 一 全 | 


其 中 r+ 是 zx, ,zx, 的 相关 系数 ,|r | 二 1. 
大 XX 是 二 维 正 态 分 布 的 随机 变量 , 则 


2 
fx,x, (x1 ,Xx ) = A ) 


1 | _ 1 
2T0G1G2 V zn\ 2(1 一 疡 ) |( 0 
-2 (2 ) (EE)+ (ee) ] 


Ol 0 Oy 
. ! 
Tx xX (vw 一 em| ]GWa [0 Tew) (oi wh 十 2roio,v, th te)| 。 
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条 件 分 布 为 


(并 9 ) 
f x, 1x (x2 人 


exp| 一 元 二 (一 on 
V LAO2 | L0211 





2 2 4 2 
2 人 人 2 CC 2 012 入 Cd21v 
其 中 U2|1 二 022 2 O22 2 ? W211 会 十 2 (XZ) Al )， 
O11 O11 Gil 


类 似 可 写 出 jx (XZ) 1 ) ,01 ; Hii2. 
3. 在 X 为 风 维 正 态 分 布 的 随机 变量 , 则 
X=[X,,X,,…,X, |. 
均值 为 HH (pa 9 AL 9""" ,pn ) 协 方差 矩 
Cy Ca Cn 
C 一 "a 可 Ce 
(Ca (CC 四 Cn 
是 对 称 答 阵 , 且 具有 非 负 定性 . 
X 的 概率 密度 阴 数 为 
. 1l ] _ 
fr Cnr) CTD BX—p) CC (XI 
特征 函数 为 
ca ， to 人 一 explima 一 却 民 Cr| 9 
其 中 ft 一 (有 加 
4. 右 允 维 正 态 分 布 美 一 (X， ,Xs RK,) ~ NO) ; 则 六 的 
任 一 子 向 量 (X ,XX ) (as< 和 7) 也 服从 正 态 分 布 ， 
(A ,从 和 0 ) 的 特征 函数 为 
pte, i "st ) exp jg— 7°C? ， 
其 中 f=(t ?Lk, 9 te ) 二 Cp ?AL 9 oH ) ， 
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而 C 是 保留 C 的 第 ,k,,…,k, 行 和 列 所 得 到 的 m Xm 和 矩阵 . 

5. 设 多 维 正 态 分 布 六 可 以 表示 为 ==[X,,X,], 其 中 XX 为 
前 mm 个 分 量 ,XX, 为 后 /个 分 量 , 则 
fx\X)= fx x, (Xi,X,) 


= ep1 -> |] Pp 网 |] 
(2x)™"° 2 (detp) 2“ LX,—p, X, 一 已: 
] | 一 
(27)™ (detP, ) exp| LX hh 一 PP (As 一 Le)] 
1] 


” P, | X | 一 已 2:P2 (\X, —p)]) 
1 
(2 (detP YP 
其 中 Pu 一 Pu 一 PuyPziPn, detP=detb,, . detP,,, 
Pp —Pn:P,, Py 
—P; P,P P»'+P;, PLP'P,, P| 





1 _ 
5 (X, HH ) "Py, .7 一 此 > ) 


PP 一 


条 件 分 布 为 


加 ] 
人 


1 加 工 
” exp| -|X HH 一 PP (AX, —p) | 
“ Pi [X,—pn —Pu Pa (Xs —p)]). 

类 似 地 ,有 


l 
fi ix, Xo [Xs) 


CQ CdetB, 
] _ 
° exp| — 5 LX, HH 一 PP (Xi -p10 
. Py, LX, 一 1 一 PP (XX —p)]] 9 


条 件 均值 为 
E[ X, |X, |=p + P,P;, (A> 一 及 2) 
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一 下 [X 十 Cov[X: ,¥, |(DLX,1}  {¥,—ELX, |}, 
El X; | 天] 一 1 +Pz Pi (Xi 一 1)， 
条 件 方 差 为 
DLX 1X; 1=P, =—P ~— P,Pz P; 
一 DLX |—CovL¥, ,XI(DLX,] CovLX;,X, |]}, 
DLX; |X, ]=P,,= Pz ~— Pz Pi Py. 
6. 7 维 正 态 随机 回 量 的 数字 特征 可 以 利用 特征 函数 求 出 , 即 





1 pA yo 二 

bl X | 一 一 四 HA， 

[ j ot, ww 0 ] ]AA Hk 
,97 

E| X.X, |= 9) PETRA U2 9"** UU, ) 0 0 





= Cy tt pr 
E{[X,—u | X;—n)}=ELXX, J— p= Cy. 
7. 2 维 正 态 分 布 的 随机 变量 处, ,X;，…，,X, 相互 独立 的 充 要 
条 件 是 它们 两 两 互 不 相关 . 
8. 设 闫 是正 态 分 布 的 随机 向 量 ,XX ,XX; 是 的 两 个 子 癌 量 ， 
即 系 二 《Xi ,多 ) .车 记 


Cr Ci 
Le cj 
其 中 Ci ,Cwz 是 XX ,XX, 的 协 方差 矩阵 ,Cws 是 | 与 XX, 的 互 协 方差 
矩阵 ;Co 一 Ca , 则 已 与 和 相互 独立 的 充 要 条 件 是 Ci 一 0. 
9. 设 和 二 (Xl ,XX ,NX,) ,E[X]=p= C0 /2 3 …,p) , 协 
方差 矩阵 为 C. 


(1) 在 “一 axX， 一 a 天 ,其 中 a 一 (al :az ，… 0 ), 则 
是 二 1 


Fl¢tj]=apn, D[t]=a’'Ca. 
(2) 厂 e 王 (ex) 是 mXn 答 阵 ,n 二 eXX,ng 是 mrX1 的 列 和 矩阵 ,是 
XX 经 线性 变换 后 得 到 的 mm 元 的 随机 向 量 , 则 3 的 数学 期 望 忆 LT 
一 el , 坟 方 差 和 矩 阵 为 
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DLinl=E{[n—EC(mD Ln—ECm]) 
=E{e(X—1)(X—u) e ) 
—eE[(X—1)(X—1) Je 一 eCe . 

(3) 定 理 六 二 《Xj , 义 ,,…,X,)' 服从 7 元 正 态 分 布 N (4,O) 


的 充 要 条 件 是 它 的 任何 一 个 线性 组 合 一 > aiX, 一 a7X 服 从 一 
元 正太 分 布 


NC Dy arr, 3 aie Cy ). 


(4) 定理 车 久 二 (CX, Xs 六, ) ”服从 元 正 态 分 布 
N (4,O 〇 ) ,而 e 为 任意 m Xn 和 矩 阵 , 则 二 eX 服从 mr 元 正 态 分 布 
N (eu,eCe ). 

(5) 推 论 。 若 闫 服从 n 元 正 态 分 布 N C4,O) , 则 存在 一 个 正 交 
变换 U ,使 得 nw 一 UX 是 一 个 具有 独立 正 态 分 布 分 量 的 随机 变量 ， 
EE( 和 0) 二 Uk ,而 其 方差 分 量 是 矩阵 C 的 特征 值 . 

大 矩阵 C 的 秩 r 二 nn, 则 正 态 分 布 退 化 到 一 个 r+ 维 子 空间 上 . 


疑难 解 本 


怎样 求 多 维 正 态 分 布 的 边缘 分 布 ? 
答 ”边缘 分 布 也 称 边 沪 分 布 或 边际 分 布 .对 于 二 维 正 态 随机 
谈 量 入 一 (XXX，), 边 绿 分 布 为 
四 1] 1], 2 
f x, (TX1) =| fC) dz -| 2 (zi 一 入 )， 
加 1 | | 2 
fx, (XTX, ) =| /nz da = 二 rel 过 9 2 一 pz ) |. 
主要 内 和 雁 4 中 指出 3 7 维 正 态 随 机 变量 美 == CX ,XXX 
的 任何 一 个 子 回 量 (X4 ;Ah A ) (Gas 和 20) 也 服从 正 态 分 
布 , 它 们 的 分 布 都 是 X 的 边缘 分 布 . 特别 是 mm 二 1 的 情形 . 若 
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X 一 (XXX , 则 
fx, (Xa) =— | , fix, Kis Xo) dX, 
_ mp ep(— — jw) Pa CY, — pw) , 
fu Ki) = | ,fx Ki, Ka) dX, 


_ 1 ly 
- ep ye 2 Ph m)| 


万 法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


由 已 知 正 态 分 布 计算 边缘 分 布 . 条 件 分 布 以 及 数字 特征 ,主要 
征 积分 反 瑟 问题 . 而 有 关 的 一 些 证 明 题 一 般 都 可 以 由 定义 出 发 ， 利 


用 概率 论 中 的 等 价 命题 得 到 . 
例 1 设 随 机 变量 X 与 了 独立 , 且 


r= 并 exp( 一 所 fr 一气 exp| 一 号 | 


求 Z 一 X 十 Y 的 概率 密度 . 
解 因为 
_ 及 l —zr /2 ] (Zr) /2 
(Z) = -一 。 一 dz 
“ | -Vr Vn 


] | 一 2 过 -2 2 ] 本 一 -一 一 
@ 2 -2Zr+Z )/2 4 一 @_ 22ND er2 /4 





2TJ _~ 
__ 1] -zz/A 1 | a2ND)? /2 
= 一 ez. 二 | 。 dz 
2 Vx VA -~ 
而 | e222ND /2 jy u = ZV2— Z/ V2 元 | ed 1 ， 
下 ”一 AA 其 -一 co 
故 p(2) = le? 
Tt 
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例 2 设 (CX,X:) 服从 正 态 分 布 
] ] (zi 一 上 
GD 
/xz noo Vir gc nl 01 
— oy (Zi 一 Atza 一 Ha) (x =]|， 


O10; 0 
求 Xi 与 X; 的 相关 系数 ,并 证 明 :Xi , X, 相互 独立 eX) 与 X, 的 
相关 系数 r1, 二 0. 
解 ” 因 为 EF| X) |= , EL X, |=, ,DELX 一 al , DLX, |=0 ? 
所 以 


Cs =| | -AD 人 一 orz)dndz 











_ l | op| 一 (2 2 | ,| 
一 -一 一 -一 一 -一 e dz TT pe) 
ZnO Uo Vv ] 产 
， | I AI 2 一 AL 
exp| 2(1 一 ?2) ( 0 ‘0, dr. 
、 1 TH Za 一 /La < Hz 出 
作 代 换 “ 一 三 二 (二 全 一 "于 二 各) ,v0 一 本 地 双 , 风 





oo ro 2 2 
C,, = 二 | | (oa V1 — rut ro )exp(— Tv jdudv 


5102 | 2 及 2 
一 | ve “do edu 
27 — oo 一 oo 


FF 2 poo oo 
OGIO 1 rr 2 2 
十 一 一 一 一 一 7 Ue “ “dol te“ “du 一 /5102 ， 
故 Cz —i002 





VC VC 0 
让 必要 和 性 行 Xi ,X， 相互 独立 , 则 
fx Xi»T2) = fx (TX1) fx, (zx). 








而 fx (Xi1) 一 


2 2 
一 一 — 2 — — 
(x x) 7 ， fx, ( , ) 二 (rs 一 po ) /2 ， 


AO ZA0s 
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因此 ,要 使 上 式 成 立 , 必 纳 rr 二 0Q. 
充分 性 奢 7 二 0, 则 fx (TX1»T2) = fx (Zi 7) fx, (zy ) , 故 入 1 与 


X, 相互 独立 . 
例 3 设 随 机 变量 X 与 Y 是 联合 正 态 分 布 ,概率 密度 是 
1 1 2 
f(r, Yy) 、 -exp | 0 ( g10, 十 世族 


no102V ] 一 7 
求 X 和 YY 取 不 同 符 号 的 概 座 . 
解 XX 和 YY 取 不 同 符号 的 概率 是 


P{XY <=0} = [| frydrdy +| | fz,ydydz 


一 2| | for, dzdy 


ly 
og 1 —r ?~ 2(1 一 一 ) 
. (五 一 经 并 十 与) }dzdy 
Os 


弛 1 G1G2 


记 X 一 zjoly = 二 y/o;; 则 


P{XY < 0) 
加 ] 六 _X 2rry 十 | ,J 
-i | exp| 2(1—r ) dz dy 


| 


TH le 


P{XY <0} = ar 
-Hee Ja 


了 arcsinr 
TT 


| 
ee 
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例 4 设 随机 变量 X 和 YY 的 联合 密度 为 


1 2 2 ] 2 
fr (zy) =exp | 一 一 | 十 了 8 p(X)g(Y), 


一 00 之 Ty, 
COST，, [x|<x, 
其 中 gz 一 0 ， | 工 | 之 和 
(1) 求 边 绿 分 布 fx x), fy ly); 
(2) 证 明 X 与 了 了 不 相关 ,但 不 独立 . 
解 (1) 由 边缘 分 布 定义 ,有 


fy (zz) 一 | fyy x,y dy 





1 f°™ ry 1 -x " 
一 元 | exp| 一 7 dy 十 去 人 gCz)| cos ydy 


同 理 ,有 fxly) =- 疡 e 


所 


故 知 和 与 了 均 服 从 N0,1) ,但 不 是 联合 正 态 的 . 
证 (2) 因 为 fxy (XY) 了 关 fx(X)fy(y) ,所 以 不 独立 . 


r = ETXY]| = | | wfw (zyy)dzdy 


十 2 | zcoszdz| ycos ydy 一 0， 
依 定义 知 ,X 与 了 不 相关 . 
仪 当 两 个 正 态 随机 变量 是 联合 正 态 时 ,独立 与 不 相关 才 等 价 . 
例 S5 设 随机 变量 XX~N (yu,o ) ,用 特征 函数 求 ELX] 和 
D[LX]. 
解 ” 因 为 X 的 特征 函数 g(w) 二 em" , 故 
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9 (Vv)— (jp—o eiceo 有 2， 


fv)=[G yO— 2 vy) go Jt-ov /2 
令 v=0,; 则 gy (0)=jp,d (0)=0’—F = 


所 以 天 LXj 王 一 jg AD 一 ww 
E[LX’ ]=(—1)’7¢Y (0)=y+o. 
则 PLXj=ELX 一 (ELX] 福 一 


例 6 设 随机 变量 XX~N(0,o ) ,证明 ， 
1。3。9…(n 一 1)o", nn 是 偶数 ， 
(DELY’ =| 
)EL | QO， n 是 奇数 ， 
1 *3°5.(2k—1)o*, n=2k, 


(2)E[L |X|"]= 
| : | zo 0 和 1， 7 一 2& 十 1. 


还 (1) 因为 | ee dz —ia, 
| rer di = 1 。3。 5D:.…(2k— 1) 


-区 1。 
2 CQ 


骨 令 a 二 1/C20 ),n 一 24, 得 
FLX”|]=1.3.。5.(n— 1)0, 





pn ] 用 一 122 天 是 奇数 时 
而 ETX"] = 二 | > ee dz 0， 
_ ] 。3。5.. (2 一 二 ) 3 9 
所 以 ELX"]= | ”0 
0， n 是 奇数 . 


(2) 当 nn 是 偶数 时 , E[|1X1"]= 二 E[X']. 当 n=28 十 1 是 奇数 


E[|X|"]= 2 Ex /20) 7 ( 邻 zz ) 


< YC 2 





_ oors 六 edy 全 
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其 中 利用 了 &1 一 | ye dy, 


1 。3°。5.(2k— 1)o*, n= 2k, 
所 以 天 | 一 


V27T2 饼 1a2tH1 ， n= 2k 十 1. 
例 7 设 随机 变量 X 与 Y 是 联合 正 态 的 
— ] _ 1 x 2zy Ly | 
fr) | (a ic 


证 明 : (1)El XY | 一 raiay ; 
(2)EL XY =27+1D)o +e =HX HY |+2{E{ XY]); 
(3) | XY| |=——— “010 (cosa 十 asina); a=arcsinr, |al < 


证 利用 条 件 期 望 求解 比较 简单 . 因为 
Flg(X)g,(Y) |=E{g,(X)ELg, (CY) |X|), 
fyix (YX) = fxy (x, y)/ fx (ZX) 


一 xp a 六 
GV 2n(1—r) 202 (1—r ) 


所 以 ELY|X]=—2X, EfY*|X]—d D+ GX’ 
(1) 由 条 件 期 望 性 质 , 有 
E[XY]=E(XELY|X]}=E| xX. 各 TX = ro ELX’ =roo’. 
(2) ELX’Y’1=E(X’:E[Y’|X)) 


=EIX [#0 ) + 2x x 


oi 
一 o2(1 一 天 ) ETX2] 十 志 灾 ELX'] 


因为 ELX’ ]=(—))’ wx (Vv) |,. 0 =30, ELX’]=0, 
故 FLX 一 (2 天 十 1)oiay， 
而 E[X’: |]E[Y’]+2E[XY]= (27 1)o0’, 
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故 EX?Y:]=(27: 二 leo =ELX’ |ELY’ 十 2ELXY|. 
， 3ELXY_ rrdlXl .diY| 
(3) 先 证 op =E| dY | 





dX 

其 中 w= ELXY]— ELXJELY]. 

aE[ | XY | 
dp 

-| | ls | | ddrdy 
or on Co 一 6 


因为 。 gamma) 一 exp 人 一 二 [ai 巡 十 2pmw 十 中国] 直 ， 





而 = vl vz (V1 ,ve )， 
pp, a° fz, 
又 因 za) | — Vi Vz ph pe YY du dv 一 >; 
aE[[XY]_r FF 一 
所 认 dp =| | zy | 9Zgy OLY 
roo 2 
-| | A fz, ydrdy 
-o_o 9zay 
_ pr[dlXl .dlYl 
=El dX dY | 





而 dl | 和 全 0， dl (i Y 0， 
| 一 上 上 ， 和 二 0， dY 一 上 ,7Y < 0， 
利用 例 3 的 结果 ,得 

P{XY <0}= 1/2— a/xn, Qa = arcsinr = arcsin—A. 


O10; 


P(XY >0)=1— PLXY <0]= 1/2+oa/n, 
d| 和 | dlY|1_,., 1 
故 El 这 |=1 PIXY > 0}—1.P{XY=0) 


2 . 
二 arcsin-E. 
T 


当 w 二 0 时 ,X 与 Y 不 相关 . 由 于 XX 与 Y 是 联合 正 态 的 ,独立 与 不 
相关 等 价 , 故 
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EL| XY |] |,.o = EL| X (JELIY |] = foor. 


解 微分 方程 El | XY | 一 Larcsin- 
9 Tt O10» 


得 E[| XY||= | arcsin -Ldy + 200 
TJ0 O10 区 


2 
一 gg, (cosa 十 aslnay) ， 
元 


其 中 ax 一 arcsinr， | ai1i<<ry/2. 
例 8 证明 :” 维 正 态 分 布 的 随机 变量 Xi,X:，…%, 相互 独 
立 今 Xl XXX, 两 两 互 不 相关 . 
证 必要 性 在 久生 2 及， 是 相互 独立 的 正 态 随机 变 
量 , 则 必 有 
fx Xi Te") Tn) 一 fx (Zz1) fx, Cz2) fx (Zn)， 


Py (UI ;Uz 9*** ,UU, ) 


2 2 


一 Px, (wi) px Ce) px (v2) 一 I Texp (jp: — Bo 
i=1 


= exp{j D0, 一 到 /oii |， 


其 中 Hi 一 下 [LXi]， os -Dex 1 二 1,2,.,7 


2 
On 


是 协 方差 矩阵 ,显然 ,天 有 & 时 ,Ca 二 0, 故 X; 与 XX 是 不 相关 的 . 
充分 性 右 XX1 ,2 ，… 六， 是 两 两 互 不 相关 的 正 态 随机 变 
量 , 则 
C,; = EL (X, — pa) CX, — pi;) 一 0, 此 关 1， 


Py CU V2 9 VU,) 一 eXxDp jvip— 3vCY 3 
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其 中 V 一 (wa VU, ,U0 ) 一 (pn 9 1/2 js 9C 为 协 方差 矩阵 ， 
因而 有 


总 ] ~ 
Py CVT 9 V2 9 Un ) -一 expij2A Ui 一 Con 


= T[ee 人 zw 一 到 co |= I ee Cu) 

其 中 Px (vw;) 是 正 态 随机 变量 X, 的 特征 函数 . 依 特征 函数 性 质 知 ， 
人 1 ， 入 2 及 ， 相互 独立 . 

例 9 设 关 是 正 态 分 布 的 随机 问 量 ,XX ,XX, 是 针 的 两 个 子 问 
量 , 目 有 入 一 (及 ， ,XX ) . 今 

Oi CO 
a ol 

其 中 Ci ,Czz 分 别 是 XX ,XX, 的 协 方差 矩阵 ,Cs 是 XX, 与 X, 的 互 协 
方差 矩阵 ,C1 -一 C») ;证明 :入 | 与 入 ， 相互 独立 = 一 0. 

证 ”必要 性 ”大 XX 与 XX; 相互 独立 , 则 Xi 的 任 一 分 量 与 XX， 
的 任 一 分 量 相互 独立 ,其 协 方差 为 零 , 所 以 由 它们 构造 成 的 互 协 方 
着 矩阵 GC, 二 0. 


C 
充分 性 大 CC， 一 C», 一 00， 则 C = 由 


[LV ys] ,Vi 与 V, 分 别 同 Xi 与 XX; 维 数 相同 , 则 
Cl 0 
(人 
再 令 上 一 [pg M2] Hs 分 别 是 站 1 , 厂 ， 的 均值 , 则 
Y 8 一 [Yiyyi |= Vi + Vp. 
及: 
所 以 ,得 到 X 的 特征 函数 
Py VI ，V， > ，V,) -一 exp(jV'p 一 3V'CV| 


VV, 
ViCv = [Vi vi | |- ViCyV, + VVC,V,, 
2 
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一 exp [jCVip 十 V2 pz) 一 VICaV, 二 V2 CzzV2) | 


] 
一 exp |jVip FV1CuVi Jexp (Vips 


-一 Px (Vi) px (V, )， 
式 于 ps (Vi) ,px V2) 是 子 向 量 X,,X 的 特征 函数 , 依 特征 函数 
性 质 知 ,XX 与 飞 , 相互 独立 . 

例 10 设 入 一 (Xi ,AX,) ~ Np sp 901 9302 97), 而 4 一 


全 二 多 二 一 绍 , 求 随机 变量 Z 的 特征 函数 gCv) 


1 


2 V; CeoV, 


解 ”因为 gz(v) 一 eg( ,二 ), 依 特征 函数 表示 式 有 
1 2 


。 2 ， 。 
p( 二 4 ) vol tp Wo,) e ‘2t2n) /2 ， ez _ Emma /9 tpg ya) ， 


故 p (ob) = ta dt 
7 。 

例 | 11 信义 | ,XX， , 入， ) 入 4 是 四 维 零 均值 的 联合 正 态 分 布 ,Xi 3 
Xs，X;，X4 的 协 方差 存在 , 求 [XiXzX3X4] 和 ELXiX2j」, 并 用 协 
方差 表示 . 

解 因为 特征 函数 

Py (UI 3 Uo 9 U3 ,Us ) 一 CXD (一 到 之 CUV | ? 


中 一 ] i 二 


fh 


设 UU 一 >，cuoi 于 是 


1 一 


NsE 


1 
Px CUI» V2 Vs V4) 一 exp( 一 去 cat， 


和 
| 


l 


9 
了 9 Uy 9 Us ,Us ) 
1l 


l 
一 一 5 Lu 十 vic 二 VU, Col 十 Us C31 十 Vaca Jpx Co ? U2 » U3 Us ) 
一 一 Ul Py (U1 ,Ue 9 U3 U4 ) ， 
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2< 
gz AU 
ou 


1 ( 0 
Ha Py UU UY v,)—u -0 (v Us»U vs) 
9v, x ~ ~“1l? V2.37 4 1 9， “19329394 


Py (UI 9 Uy 9 U3 ,Us ) 


一 Cl2 Py (UI 9 Uy 9 U3 Ua ) 二 wi uz py (VI 9 Uy 9 Us ,V4 ) ， 
了 3 

~ 0 (vi 9 U2 » Us ) Us ) 

QVUs9U9U) 从 


二 一 C1z (一 U3 ) Py (UI 9 Uz 9 U3 9 U4 ) 十 Cis U2 py (UV » U2 » U3» Ua ) 
十 C23 Ul Px (CVI, Va» V3» Ua ) — Wi Uz Us Px UI » U2 » U3 » Ug) 
一 《clzzas ci3tz + Coau — Ul la) py (UI ?V2 » Us » Vs ， 
3 
0 0, dd Px 《ol V2 9 Us Ua) 
= (cl2C3 一 ClaU3Ua 十 clac24 — C13 Uz Ws C23C1 
CaliUs — Cal ls — CaliUs — Ca UUs 十 Uy U2 Us ) 


. Py (V1 YD 3 U3 ， Us ). 


邻 VU 二 v= 二 vy 二 Wy 二 0， 

则 ®(0,0,0,0) =1,， w=0, k=1,2,3,4, 
所 以 

E| XXX3X4 | 


= (1) (CisCs 十 CC + C2sCu) 

= ELX.X, JELX,X, |+ ELX,X, JELX,X, | + ELX; X: J]ELX,X,|. 
在 上 式 中 , 今 Al 一 入 3 入; 一 六， , 即 得 

ELXI X2] 一 2C 十 CG. 

例 12 设 n 维 随机 问 量 服从 标准 正 态 分 布 N (0,D, 即 关 的 均 

值 向 量 py = 0, 协 方差 矩阵 C = 了 ,构造 随机 变量 Z 二 XX BX ,其 中 


B 为 正定 对 称 和 矩阵 ,证明 :9,《w) = [| (1 一 2jva44) 2. 其 中 心 ， 


Az 9 oA, 是 B 的 特征 值 . | 


证 ”因为 B = B, 所 以 存在 正 交 阵 P,P PP == 了 ,使 得 
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P 一 BP 一 人 一 . , 
. ， 
其 中 心 是 吾 的 特征 值 . 令 
X=PY, 
则 | Y= PX= PX=[Y,,Y,,,Y,|. 
有 ElY|] = EL[LP'X| = P'E[X|=0, 


E[YY ] = E[P'XX'P]=P ELXX'JP=P'IP=1, 
yy Y 服从 正 态 分 布 N (C0, 了 即 Yi »Y, 9 ?了 ， 相互 独立 且 都 服从 
N(0,1). 特征 函数 

pz CV) =~ FE[e™] 一 ETeix m]=Ele”? mY —FE[e"Y 2] 
w EA 于 
| =1" 1 — jm 
一 下 | 一 Eile 0 
CE 


其 中 ELene] 一 | 


. 2 1 2 
ei” 1 ;3 @ /2 dy 
Ca ,af 27x 


1 人 | ] . 2 
一 一 一 exp! 一 去 (一 人 AD yd i 
exp 一 了 ] y 
— (1— 2)vA.) i. 


于 是 pv) = [| (~ 2jv). 
i 二 1 


第 二 节 ”高 斯 随机 过 程 的 概念 


主要 内 容 


1. 如 果 随 机 过 程 {(X(z),: EET} 的 有 限 维 分 布 都 是 正 态 分 布 ， 
则 称 为 正 态 过 程 或 高 斯 (Gauss) 随机 过 程 . 正 态 过 程 是 二 阶 矩 过 
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程 的 一 个 重要 子 类 . 
2. 正人 态 过 程 的 概率 密度 (矩阵 形式 ) 是 


1 
00 = mcm XTC KT) 
其 中 X= (XI ,XXX ， | (pa 2 9 pn) 
Cy C1 CC 


Col C2 六 Con 


C= ”A = EL X,]，, 


Cl C2 机 Cm 


Cs = E{[XC) ~— pCi) XO) — nt,) |]} 
一 一 Kylt, ,t, ) — pt, ) u(t ). 


特征 函数 9y(Y) 一 exp jpry 一 六 mrCy ， 


V 一 〈m 了) 

对 于 正 态 过 程 来 说 , 宽 平 稳 过 程 与 实 平稳 过 程 是 等 价 的 . 

3. 定理 ”车 祷 一 《XI” ,Xz?,…,X”)' 是 & 维 实 正 态 随 机 
向 量 ,又 XW 均 方 站 人 钙 于 义 二 《Xi ,XX;,…,X,) , 即 对 于 每 个 分 量 
X2 ,有 limE[| XX 人 ”一 X;|:] 二 0, 则 闫 也 是 正 态 分 布 的 随机 向 量 . 

4. 定理 。 若 正 态 过 程 {XQ(),t CE T) 在 TT 上 是 均 方 可 导 的 ， 
则 {六 (4),t € T) 也 是 正 态 过 程 . 

5. 定理 。 若 正 态 过 程 {XG(),t € 7T) 在 TT 上 是 均 方 可 导 的 , 则 


YD = | Xdu, YC = | XGOhls du (at € T) 
都 是 正 态 过 程 . 


疑难 解析 


1. 为 什么 正 态 过 程 是 二 阶 矩 过 程 ? 
答 ”因为 , 正 态 过 程 X(C 的 联合 概率 密度 
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f(x To 9 Tt st s**t, ) 


加 1 | 1 NS EA | 
-1 oo- 二 六 六 D ep), 
Vv (27) Daoyo, 0o, 人 ; 


其 中 Ai 一 El X(t,) |]， 0 一 DL Xz,) |], 
ry 12 ""” 
六 y 。。。 ， 
而 D = ， 且 ni rr = 1. 
?nl 六 ”2 六 7 
其 中 ,相关 系数 


E{[ X(t.)— pL X(t) — pr)) 
OO | 


D, 是 DD 中 元 素 r。 的 代数 余子 式 . 所 以 , 正 态 过 程 的 概率 密度 仅 取 
决 于 其 一 阶 矩 与 二 阶 矩 ,从 而 正 态 过 程 是 二 阶 短 过 程 . 

2. 怎样 认识 复 正 态 过 程 ? 

答 “对 复 正 态 过程 而 言 , 其 =” 个 抽样 得 到 ”个 复 随 机 变量 乙 ， 
一 X, 十 jz (CE 工夫 一 1270).X 7 都 是 实 随机 变量 , 即 
n 个 抽样 得 到 2n 维 实 正 态 分 布 的 随机 向 量 , 故 第 一 节 的 所 有 结果 
都 适用 于 复 正 态 过 程 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 线 性 系统 的 脉冲 消 数 是 (2) ,输入 XC(z) 是 平稳 实 正 
态 过 程 . 设 其 输出 为 随机 过 程 YC(2). 证 明 :X(t),Y(z) 是 联合 正 态 
分 布 的 随机 过 程 . 


证 YW = | Ad 一 DXCDdr， 


Y() 是 正 态 分 布 的 实 随机 过 程 . 设 2Z = | gpDXCDdt， 其 中 
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g(*) 是 任意 函数 ,Z 是 正 态 分 布 的 线性 组 合 ,所 以 Z 是 正 态 分 布 的 
随机 变量 . 定义 


gD) = gD +t) gh du, 


则 2 = aiCDXCDd 十 | | g, (Wh — duX Cd 


| 


BITCt 入 (td 二 | | XDh(lu— i dig, uu) du 


| 


是 
| XWat| Yaomcod 
[ 


| 


Cx 


X(t) 
(g1(£) ,g(t)) (yo jd 


由 于 g《2) ,gt ,gz(t) 都 是 任意 铺 数 ,而 Z 是 正 态 分 布 的 随机 变 
量 , 所 以 CX(t) ,Y(t)) ”是 联合 正 态 分 布 的 随机 变量 . 
例 2 设 {XX(t) 和 [a,b]} 是 正 态 过 程 ,g) (1) ,g, (#) 是 两 个 
任意 的 非 零 实 函数 , 令 
Y, = [gH XW Y, = | se (2) X(t)di, 


证 明 :Y, 与 Y; 是 联合 正 态 的 . 
证 ”显然 ,Yi 与 Y, 都 是 正 态 的 . 取 任 意 非 零 常数 如 和 局, 令 
Z = kiY, 二 k2Y,, 则 


pS 在 
Z = | gD XO + hl g(t) XC dz 


心 b 
一 | [kigi Ct) + ks gat) X(t) dz =| g(t) X(t dz, 


故 Z 是 正 态 的 . 于 是 ,YQ) 与 Y,() 是 联合 正 态 的 . 
例 3 说 明正 态 过 程 在 任意 一 组 时 间 ,ts ,… ,zt 的 集合 所 组 
成 的 样本 都 是 联合 正 态 问 量 . 
解 ”定义 入 二 (X(z) ,X(t,),…,X(t))T 是 一 个 上 维 向 量 . 
若 Z = 二 GTX 对 任何 G7 是 正 态 的 , 则 命题 成 立 ， 
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因为 任 一 G 可 划分 为 
= (G ,G2 ,** ,Gi )， 
其 中 GT 是 1 Xx NN 维 向 量 ,而 任 一 GT 可 划分 为 
G = (gusge,” "sgN)s 1 = 1,2,.,k, 


上 Ny 
故 Z = > Gx - = > > gsX,t). 
1 一 】] ;二 1] 
设 TOL) 一 Bt yp (1),: “SNCLD)， 
上 
其 中 g(t) 一 > gj dt—1), 
j=1 


1, 
则 | gT (XC dz 


1 


1 ~ 了 N 上 
-| D8, DX Dd = DD- XDg 
=] - 


1 一] 1 一 1 
N 上 大 
一 之 六 SNX 人 ) 一 乙 


即 知 乙 是 X Ci ) 的 线性 组 合 , 所 以 是 联合 正 态 的 . 

例 4 设 有 随机 过 程 X(b 二 Ucoswt 十 Vsin oz , 式 中 心 是 党 
数 ,U,V 是 相互 独立 的 正 态 随机 变量 , 且 均 值 都 是 零 , 方 差 都 是 
0 . 求 X(G 的 一 维 与 二 维 概率 密度 . z 

解 。” 由 题 设 知 ,XX(z) 是 正 态 随机 过 程 ,因此 需 先 求 出 其 前 两 
阶 矩 . 

ux (ft) = ELU Jcoswi + ELV Jlsinwt 一 0， 
og.(t) = ELX’ (0)] 
= ELU’ jcos wt E[V’ Jsin’wt 2E[UV Jsinwtcoswt = og, 


所 以 一 维 概率 密度 /x(z) = 坟 -exp| 一 滁 } 


义 一 [pa Ct) ,pdt) 1 二 0， 
国 El X’ (Cz,)] | | 1 Te ， 
E[XG)OXG)] ETX2CD 


COSewr }l 


所 以 二 维 概率 密度 


- 才 
fy (xz) ,To TT) -一 2 TC Rex -a cn| 下 


过 2 
例 $ 设 X(z) 是 均 方 可 微 的 平稳 正 态 过 程 , 相 关 函 数 Rx(r). 
求 随机 过 程 Y(o 二 [XC 十 e) 一 XX(2)j/e 的 一 维 概率 密度 fx(z)， 
并 证 明 : 当 e 一 0 时 ,fy《y) 趋向 于 均值 为 零 , 方 差 为 一 RR (C0) 的 正 
解 ” 显然 ,Y(t) 是 正 态 随机 变量 ,有 
jy) = ELY(CD] = 一 {E[XC 十 e) 一 XGO])》 一 0， 
ot) = ELY’ (2)] 


— {ELX: (t+e)]+ ECX:C() 1 — 2ECX(C++e) XC))) 


一 所 [RxC0) — Ry (e) | ? 


] ec 2 

CX -< 小 , 

4x| Ry (0) — Ry (e) ]/e: | 4LRx (0) — Rx | 
证 ”Rx(7z) 是 个 函数 ,所 以 RC(0) = 0, 于 是 


则 fry(») 一 





Ee—D Ee 一 人 E 
-一 lim— R'x Ce) ~—-— R x (0), 
e~*0 1 < 
; | 
| fr°y 2x| 一 全 x(0) 2R xC0) 


说 明 当 e-0 时 ,fy(y) 趋向 于 均值 为 零 .方差 为 一 Rx(0) 的 正 态 
分 布 

例 6 设 X( 是 均值 为 零 , 相 关 函 数 Rx(r) 一 e “的 平稳 正 
态 过 程 . 令 Y 二 | X(t)dz, 求 随机 变量 Y 的 概率 密度 fy G3). 


解 ”因为 YY 一定 是 正 态 随机 变量 ,有 
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1 


ElY|= E[| xcod]= EL X(1) |dt 一 0， 


0 
1 


ELY:] =E[(| xcod) |=| | ECX XC Jd 


0 


i Ir re 1 了 | 
= | | eadc=| | eat| e ‘drld= Ze ， 
Od 0 0 0 [ 


__l1 yy 

所 以 Ao0 = 二 ep 全 让 

例 7 设 XX 和 YY 是 均值 为 零 . 方 差 为 of 的 独立 随机 变量 . 令 
Z(t) = Xecos2nt + Ysin2nt. 

(1) 求 随机 变量 R =vVX 十 Y 的 概率 密度 fk Cr) 

(2) 在 t 二 0, 1/4, 1/2 取样 , 写 出 样本 的 联合 概率 密度 . 

解 (1) 因为 由 概率 论 知 

Fr(r) = P(R<r} = PYVX+Y <r) 

-- | 三 Crzyy)dzdy -| | exp (一 六 7 3 drdb 


2 | 2 
工 十 y Er 


=| ex (一起) 
0 7 20° 
y 
太 exp 人 一带) "之 0 
0， rr < 0， 


由 此 知 尺 一 VX 十 Y 服从 瑞 利 分 布 . 

(2) 因为 样本 是 Z(0) 王 X,Z(17]/2) 二 一 XXX,Z(1/4) 二 Y 了 ,所 以 
Z(0) 与 Z(1/4) 相互 独立 ,2Z(1/2) 一 一 X 一 一 QZ00)， 

类 似 例 4, 可 求 得 


所 以 ha 





之 
故 f(z za， Za) 一 于 expi 一 tc ta) 
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例 8 设 X(t) 是 一 个 均值 为 零 的 正 态 过 程 , 相关 函数 是 


Rx (7). 设 输出 过 程 是 Y(t) 二 X (4) , 求 Ry(7) ,ps0% 和 fy(y). 


解 RyGCr) = 二 E[YQ)Y(t 一 )] = EL[X’ (4) X(t 一 7z)], 由 第 
一 节 例 7 知 E[XY?] 一 E[X?1E[Y?]1 十 2{E[XY1)?, 而 义 (2) 与 
Xi 一 zr) 是 联合 正 态 的 , 故 

Ry(7) = E[X:(2) ELX: (Gm) 2{ELX(OO XG Oo— 1) 
= Rx (C0) + 2Rx (7). 


而 ws = ELY(D] = ELX’(#)] = Rx C0), 
0 = Ry(0) — po, = 2Rx(0). 
由 于 f(z) = xp;) 


故 fyCy) = fx Wy) | Wy) [+ fx vy) | (vy) | 


1 1 
ND ta V3) U0) 


oa 
CE 


pl U0 


例 9 设 XQ) 号 个 均 信 为 夫 的 正 态 过 程 相关 泡 数 是 


Ry (7) , 议 输 出 Z(t) 一 | 六 (ft) | 求 KK,(z) Hy ,0 和 f2(z). 


解 Rs(z) = E[ ZO0)2Z0—7) = E[| XG) | | XG—7) ||. 
因为 对 于 联合 正 态 的 两 个 随机 变量 X 和 Y, 当 它们 都 有 零 均 值 和 
方差 of 且 相 关系 数 为 > 时 ,由 第 一 节 例 7 得 

Fl|IX|l.|Y||]= Logy (cosa + asina), 
其 中 a = arcsinr, | a | 过 x/2. 
所 以 由 Ox 一 = ELX’ (2) |] 一 R, (0), 
Fl X(t) X(tO— 7) | _ Kx (Tt) 
VELXIC) ELXiG—7)| RxC0) 


Ky(rT) 一 SR (rt) (cosaasina), 





—~\ 
兴工 


四 ， Ky (Tt) TE 
其 中 9 = arcsin RC0)’ | wx | 才 2 


2 


-1 __r 
由 于 fC) | RD， 


2 





的 1 加 
所 以 | | R07 ) de 
— A 2Ry(0)/x, 
-一 _ Zkx(0) nT 
E[Z(1)] = Rz(0) 一 ~ (eos 十 王 sin 节 )= Rx(0), 


oz = ELZ (b] 一 kz 一 (1 一 2/r)Rx(C0). 
于 是 fz lz) = [f(z) + fy z) JUCz) 
» 
一 RR 

例 10 ”二极管 的 电压 X(t) 是 零 均 值 的 平稳 正 态 过 程 ,相关 
函数 是 Rx(t) = ce*" ,产生 的 电流 是 了 (7) 一 Je*, 求 p02)， 
oy (1) , Sy (w). 

解 ” 因 为 Hp 一 0，o 二 Rx(0) = 


2 
所 以 fx (zh) = ex [一 雪上 
其 Inc P 2c 
而 p(t) — ET Ie~®®] — | Te p= dx 二 Jece /2 ， 
一 co V LNC 


ElY' | 一 ElF: E20 一 7 eeC2a) /2 — 7 2eu 
EY (EY = Pe per = Pe Ge 1 
由 于 Ry (zr) 一 ElY(z+ rc)Y())] 一- EF Jes“ 。 le’*0] 
一 FE[ eX taX( ry, (全 ,全 


] 
而 特征 函数 


PU 9 Uo ;TT) 


323 


2 > 
— exp{j 2 wipx 一 广 >， > [LRCra) 一 py jos 


0， 1 一， ， 
其 中 rik 一 悄 j i,k 一 1,2. 
所 以 R (Cr) = I’exp{a’ ca Ry(r)}. 


将 Rx(z) 展开 成 泰勒 级 数 , 得 
2 2 2 
Ry(r) 一 下 er 1 十 2 pree™ |， 
于 是 ,得 到 Y(z) 的 功率 谱 密 度 
So) =| RxCDeiedx 





= Per | 2x8(w) + 2 4 0 | 


例 11 设 XCz) 是 下 二 过 站 有 相关 和 Ry (7z) 证明: 若 


1 
jm 地 | Ri (Wdr —0， 


2 
则 FLX (| = lim ni _x’ (2) dz. 


证 ” 设 Y(z) = XC), 即 证 Y(z) 是 遍历 的 ,有 
Ry(7) = Rx(7) +2Rx(0), po = Ry(oo) = 2R%(0). 
而 由 均值 的 各 态 历 经 性 充 要 条 件 , 要 


_1. 1 | 
El[Y() | = lim 7 _ tH) dt, 
必须 lim 上 | 一 天 ) R — 一 


即 lim 于 | (1 一 再)LR8Cc) 十 2R8C0) 一 2R8CO) 了 dr 


. 1] 
= lim 证 | 〈] 一 57)Rx(r) dr 一 0. 
324 


由 题 给 条 件 ,有 
工作 Tt \、 D2 
0 < hm 未 | (1 一 5+)Kx(n dr 


1 
二 | Ra (rdr 一 0. 


故 必要 条 件 成 立 . 所 以 Y(2) 和 径 的 ,有 
ELX (#1) | = Nm 5 


过 2 hm 


2 
元 | _X Ci) dt. 


第 三 区 罕 市 平稳 实 正 态 随 机 过 程 


主要 内 容 


一 、 窗 市 平稳 正 态 过 程 
1. 如 采 系 统 在 中 心 频率 f 的 附近 很 罕 的 范围 内 通 频 带 
Af 委 异 于 等 , 则 称 系 统 为 窄带 系统 . 
设 有 奉 带 随机 过 程 X(t) 一 A(1)cos[wot 十 B(1)], 可 表示 为 
Xi) = A,(t)coswot ~ A,(t)sinwot, 
其 中 AQ) = 二 A(z)cos(1)， A.,(t) = A(t)sin®(1). 


AD = [A +ADWT, Be) = arctan 人 多 全 
A(b 称 为 窄带 过 程 的 包 络 ,G6(z) 称 为 窄带 过 程 的 相位 
其 统计 特征 是 ; 
(1) RCr) = Rx (Cr)coswor Ry(r)sinwor, 
R,(7) = Rx(r) coswor Ry(r)sinwor. 
X(t) 是 实 值 丽 数 zx(2) 的 复 形 式 并 人 二 zx) 十 让 (2) 的 虚 部 . 


Rn = RnD， 人 CD 一 二 | XD qr 


TJ tT 
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(2) R,, (7) = Ry tr) sinwor — Ry(r)coswor,; 
R, (7) =— Ry(r)sinwor + Ry Cr) coswor, 
R(T) 一 一 人 下.(r) 一 一 下 (一 了 ). 
(3) 在 同一 时 刻 。R.,(0) 一 0. 
(4) 功率 谱 密 度 
G,, (wo) =— G, (w) 
加 —j[Gxw— wo)— Glww)), |w | ww, 
1 |w |> wo. 


G.(w) = 3[G.(w — wn) 十 Go 十 办) 


一 3[G,(w — wn) 十 G,(w 十 wo)j」， ] Ow [一 oo， 


Cr (Cow) 一 G,(w) 
人 十 Gx(o 十 oo) ，|ow|<ao， 
0， 其 它 . 
2. 设 (XGDE TI 是 均值 为 零 的 罕 带 平稳 正 态 过 程 ， 
X() = Alt)cos[wot + B17)] 
可 表示 为 X(1) = X(t)coswot O— X,(t)sinwot, 
其 中 X.(z) 和 X,(z) 是 两 正 交 分 量 , 均 是 正 态 的 , 且 是 联合 正 态 的 . 
E[X.(1) | = ELX,()1=0, ox 一 Ox 一 gx， 
Rx (0) = Rx (0) = Rx(0), R.,(0) = EL[X.(2)X,(t)j = 0. 
两 正 交 分 量 的 联合 密度 为 


1 1,， 2 | 
jz zy 一 fz) flx,) rep | 5 (到 十 冯 ) 


这 里 XX 十 X: 一 人. 
3. 包 络 的 一 维 分 布 密度 是 
网 


f(A) = | ra,pdy 一 全 exp( 一 襄 |， A 宕 0， 


255 
相位 的 一 维 分 布 密度 是 
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f(g) = | HA,pda -让 ,0 <y<2r 


可 见 , 军 带 正 态 过 程 的 包 络 服从 瑞 利 分 布 , 相 位 服从 (0,2r) 内 的 
均匀 分 布 . 
因为 F(A,o) = A(A) Fo) ,所 以 AGO 与 @(2) 是 相互 独立 的 . 
还 有 
FLACGD] =vVr/20x, E[A?()) = 20%, Gi(t) = (2— xr/2)0. 
4. 因为 包 络 和 相位 的 二 维 密度 
f(Ai,A,;®,,®D,) 


[os (CAI 十 A; ) 


1 
sexp\— ZTC Tm 


AiAa 
4 区 2 1C | 
一 ar) AA,cos (po 一 站 * A, 9 A, 之 0,0 二 91 ,9 < 2 
0， 其 它 ， 








其 中 QI) -一 R(t) 一 KR,, (7),， Tt 一 六 
所 以 包 络 的 二 维 密度 为 
f(Al,A,) 
A,A, . /A,A,al?) oy (Al 十 Az) 
| ch (Yeh Je GT ) hh >0 
0， 其 它 ， 
相位 的 二 维 密度 为 
f lq, gp;) 
[Cl12TGL 一 cos 9 一 9cos9 
-| TOy | (1 一 cos 9) |， 0 < p19 < Ln, 
0， 其 它 ， 


其 中 ,1(z) 一 址 | exptzcos g}dp 是 第 一 类 零 阶 修正 贝 塞 尔 


(Bessel) 函数 ,p 一 cos [1 一 r(r)cos(o: — oo)]. 
窄带 正 态 过 程 的 包 络 和 相位 不 是 相互 独立 的 . 当 一 "ce 时 ， 
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Ala) 与 Ap) 是 相互 独立 的 ,其 联合 分 布 密 度 仿 exp {一 仿 )。 
Ox Ox 


学 exp 一 绊 ] 是 两 个 瑞 利 密度 之 积 
二 、 正 弦 波 和 窄带 平稳 正 态 隧 机 过 程 之 和 
因为 随机 相位 正弦 波 是 
S(t) 一 了 cos(oot 十 0) 一 BecosOcoswot 一 BBSsingsincot， 
均值 为 零 ,方差 为 的 窄带 平稳 正 态 过 程 是 
NG = N. (tf)coswot — NN,(t)sinwot, 


所 以 ,它们 之 和 为 
Y(t) = NG) 80) = A(t)coswot — A,(t)sinwot 
= A(t)cosLwot + ®t)), 
其 中 A.() = Becos06 十 Nt)，A,(t) 一 Bsin0 十 NGCb， 


A. (1) 


_rA2 2 v 了 172 __ 
AQ) = [A OFA GT BU) arctan A C2): 


1. 包 络 的 分 布 密度 为 
2 2 
f(A10 一 今 exzp 人 一 全 元 ( 邱 


他 





其 中 了 (全) 为 堆 阶 修正 贝 塞 尔 函 数 


包 络 分 布 实际 上 与 9 无 关 , 故 包 络 密度 
1() = Sep | () 
服从 莱 斯 分 布 , 当 B 一 0 时 , 菜 斯 分 布 趋向 于 瑞 利 分 布 . 令 v == 
A/o,b = 二 B/o, 则 . 
(1) 在 小 信和 喉 比 (bv 之 1) 时 , 包 络 分 布 服从 瑞 利 分 布 ， 
Fo) 2 vexp{ 一 到 /2)， 
《2) 在 大 信 陈 比 ( 如 六 1) 时 , 包 络 分 布 服从 正 态 分 布 ， 
328 


1 1l 2 
(v) > 一 一 exp( 一 工人 2 一 站 )”)， 
A V2 6 


日 AB, v=6b; E[AQG)1 = B, DIA(Q)1=o. 
2. 相位 的 分 布 密度 为 
1 _ mJ Ecos(op—0) 
flw|O) 2XPp\ Fj 十 2 


exp{— E'sin’ (g—0)}: {1 erf[ Ecos Cw —0)])} ， 
2 六 、 2 | 一 
其 中 包 一 入 , 误 差 函数 erf(z) 全。 dZ. 


(1) 当 信 队 比 很 小 CE-~0) 时 ,在 给 定 0 条件 下 ,相位 B(z) 服 
从 均匀 分 布 ,f(y | 90) = 1/ C2x). 
(2) 当 信 品 比 很 大 (五 六 1) 时 ， 
fl(v|0 Ecos(p—0 (~ Esin’ (wo— 0)) 
VX 
是 (yg 一 9 的 偶 消 数 , 当 gq 二 0 时 取 最 大 值 E/ Vx. 当 gp 偏 离 9 时 很 
快 衰减 , 即 相 位 分 布 密度 集中 在 信和 号 相位 9 附近 . 


疑难 解析 


1.， 窗 市 随机 过 程 有 什么 实际 意义 ? 

党。 在 通信 、 控 制 工程 等 系统 中 ,有 用 信和 号 与 噪声 在 经 过 仪 
合 加 工 后 , 仅 有 在 系统 通 频带 内 的 信号 和 噪声 输出 , 而 其 余部 分 被 
抑制 挥 . 在 系统 通 频 带 内 的 噪声 称 为 窑 带 噪声 , 罕 带 随机 过 程 是 研 
究 罕 市 噪声 的 . 

从 功率 谱 密度 角度 来 说 , 若 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 分 布 在 一 
个 较 罕 的 频率 范围 内 ,而 在 载 频 附 近 的 穿 带 范围 之 外 ,其 功率 谱 密 
度 全 为 零 , 此 时 随机 过 程 称 为 罕 带 随机 过 程 . 

2. 正弦 波 加 窄带 平稳 正 态 过 程 中 对 随机 相位 信号 S(z) 与 高 
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斯 噪声 N(z) 的 分 析 应 注意 什么 ? 
答 ”在 SQ) 与 N(2) 同时 存在 情况 下 ,对 任意 给 定 的 9 和 时 刻 
i，,SCz) 与 NGD 都 是 正 态 随机 变量 ,并 且 相 互 独立 . 在 0 给 定时 ,有 
FLA CD 10) = Reos0, FE[A.,(z) |1 0} = Rsing, 
DLA 10) = DLA,.10 =o. 
在 同一 时 刻 t, 给 定 6, 有 





1 | | 
二 = 一 - 一 一 A 一 B ) , 
FA 10) 万 二 exp | 2 。 cos4 
1 加 
fA 1 =- -| 2 | 


FA,A ID = ;ep(— LA — Beos@)’ + (A, — Bsing)"])}. 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 有 穿 带 平稳 随机 过 程 
Z(t) = X(t)coswot t+ Y(t)sinwo,t, 
证 明 ; Ry(7z) = Rz(r)coswor 二 RyCr) sinwor, 
Kz(r) = Kx (rT) Cos wort Ryy lr) sinwor. 
证 ”要 用 到 希 尔 伯 特 变换 , 先 复习 一 下 . 
在 t€ (一 coyco) 时 ,给 定 实 函数 =(D) ,其 希 尔 伯 特 变换 是 


0 = Hr) = 二 | Zr dr 


希 尔 伯 特 逆 变 换 是 
z(t) = Hi 全 CD 一 一 | TD) 
一 oo tT 
由 和 希 尔 伯 特 变换 性 质 ,得 


L(t) = X(t)coswot — Y(t)sinw,t, 
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Z(1) 一 XCDsinwot 十 YCt)cosanot， 
解 出 Y(t) 二 Z(t)coswot 一 Z(t)sinwot. 于 是 , 依 定 义 有 
Ryv(r) = ELYCDOYCG 一 r) 
一 下 上; [Z(G) coswot 一 Z(t) sinwot [ZC — Tt) cosSwo (tO— Tt) 
— Z(t—r)sinwo (tO— 7)]) 
一 Kz (rT)coswotcOs wo (一 T) — Rs (Tr) sinwotcoswo (t—z) 
— Rz (tr)coswotsinwo (t ~ 7) 二 Ry(r)sinwotsinwo (tO— Tt) 
一 R,(r)coswotcoswo (t— 7t)—R,(r)sinwtcoswo (tO— 1) 
一 R, (7) Cosaotsinwo (一 z) TT Ry(r)sinaotsinwo (tO— 7) 
一 R,(r)coswor + R(t)sinwor. 
其 中 利用 了 
本 sfr) = Rs(t), Raz(r) =—Rz(r), Rz(r) 一 Rz(r); 
Ri) = ELZ()Z( 7))] 
~ E{({[X(t)coswot — Y(t)sinwot | 
。 [X(t—r)coswo lt—r) 一 YG 一 rz)sinawo( 人 一 z)]) 


一 Ry(r)coswotcoswo (t — 7) — Ryx Cr)sincotcosco (一 工 ) 





— Ryey(t)coswotsinwo (t— 7) + Ry(r)sinwotsinwo (tO— Tt) 
一 R(t) [Leoswotcosw (tO— 7) + sinwotsinwo (tC— 7) | 
— Roy (DEsinwotcoswo (一 rr) — coswotsinwo (t— 7) | 
= Ry(r)coswort Ryy (Tt)siNnwor, 
其 中 利用 了 Ry(7) = 二 Ry(7r)， Kyxy(7) 二 一 Ryx (rr). 
例 2 设 有 均值 为 零 、 方 差 为 o 的 罕 带 正 态 过 程 Y(t) 一 


A.(t)coswot 一 A,(t)sinwot. 试 求 : 包 络 A(z) 一 VA:CD 十 4A: (GD 在 
任意 时 刻 所 绘 出 的 随机 变量 A, 的 数学 期 望 与 方差 . 

解 ” 因 和 AQ 与 4A,Q) 是 相互 独立 的 ,是 与 Y(z) 有 相同 分 布 , 故 
A- 十 A; | 


2g’ 


f(A.,A,) = zexp|— 
no 





331 








2 2 
ECA.,) -| | VAT TAT VBR TA exp jdA.dA, 
oo 好 


=| | 六 元 元 exp 人 一 2 }drdg 一 VR73o， 


A 二 + 和 A 
2g” 


ff 2 ] [2 2 


所 以 DLA.] = ELA:]— {ELA])’ = (2—x/2)o. 








ELA] = | | (A +A.) 3 二 exp| 一 jaa.dA， 


第 四 节 ” 正 态 随机 过 程 通 过 非 线 性 系统 





主要 内 容 


1. 寄 带 正 态 过 程 包 络 平方 的 概率 分 布 . 设 非 线性 系统 特性 为 
Y 一 X:, 输 入 X(CD) 是 窗 带 正 态 过 程 , 即 X(Cb 二 A(z)cos [wot 十 
$$(2) ], 则 输出 过 程 YC(2) 的 包 络 分 布 服从 指数 分 布 


y 
f(y) 一 2 =zexp|— 2 3 
其 特征 函数 pg(v) 一 二 5 7 —-—, 有 HE[Y]= 2,D[Y]= 4. 


2, 窄带 正 态 过 程 加 正弦 波 的 包 络 平方 的 概率 分 布 . 因为 ” 
Y(t) = SQ) NCe) = A()ecos [wt B02) |) 


所 以 f(y) = exp(—3 aCy+ B) 1 1 (83), A=0. 
特征 蝎 数 


Ww = ep- |) (i 
* PF 1 — j2vo” PF 1 —j2vo 
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方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 信 号 与 罕 带 高 斯 噪声 之 和 为 
X(t) = QcoOS(oot 十 回 ) 十 及 (bb， 
其 中 @ 是 (0,2r) 内 均匀 分 布 的 随机 变量 ,NG 是 罕 带 平稳 正 态 过 
程 ,均值 是 零 ,方差 是 , 且 
N(#) = N.(t)coswot — N,(t)sinwot, 
证 明 .X(z) 的 包 络 平方 的 目 相关 盯 数 为 
Rx(r) 一 4 十 4a 人 十 4 十 4La Ry (7) + Ry Cn 十 RNN (0)) 
证 ”因为 X() 可 写 为 
X(t) 一 [acos@ 十 NG jcosaust 一 [Lasin@ 十 和 NG) Jsinwot, 
设 Xi 的 包 络 平方 为 Ab， 则 
A(t) = [acos@+ N.C)F + [asind+ NDT 
一 性 十 2cN.Ccos@ 十 2aN CsinG@ 十 NG 十 和 NI 0). 
于 是 , 依 相 关 肾 数 定 义 , 有 
Ry(7) = ELAGQG)A( m7) 
= E{[a’ 2aN,(t)cos@+ 2aN (1)sinO+ NN’ (4) + N's (2)] 
[a 二 2aN,(t—r)cosO+2aN,(t—r)cosB+ Ni (tC—7) 
十 入 (tC— 5) |). 
利用 ELN (一 ETN CD 一 0，FELNC)] 一 下 LN CCD] 一 到， 
ELNeCDN,Cb = Ryw (0) 一 0， 
Ry (rT) 一 Ry (tT) 一 0， Fyn (7) 一 一 长 wN (zt), 
由 于 零 均 值 正 态 变量 的 奇 次 阶 混合 矩 等 于 零 , 即 
ELN (NG —o] 
= FIN ON (70) = HN ONG—D| 
~ FLN (DN.G— D0] = HN.ON, GC— 7 
= FEN NG D0 |= EN ONG—D | 
= EL[N.CN’(—7r) j=0 
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太 FLX (DY GE 一 rz) 一 ReCO)R CO) + 2R’Yy (C0), 
当 式 中 X(2) 与 了 (bb 是 联合 正 态 分 布 函数 时 ,有 
ELN GNi(t—7r)|=o 十 2RN (7)， 
EL[LN’ COQ)N (C7)1|=o 十 2RN (zt), 
E{N: ON G7)j=0 + 2RN N 《rzr) ， 
ELN. DN, (t—7)]= 0 十 2RNN C7), 
将 上 面 结果 代入 Rx (7) 的 计算 式 的 展开 式 中 ,经 过 化 简 可 得 
Rx (rt) =a’ 4a'o 二 40 十 4La Ry (T) 二 Ry (T) 十 RN N (7) J], 
即 命题 得 证 . 
例 2 随机 噪声 通过 平方 律 检 波 街 的 分 析 . 
图 8.1 中 工 表 示 一 非 线 性 器 件 , 其 输入 、 输 出 满足 关系 y = 
az ,a 是 常数 . [[ 是 一 个 低 通 滤波 器 , I 、II 合 起 来 称 为 全 波 平 方 
律 检 波 器 . 


xX YY pA 
图 8.1 
解 ” 因为 P{Y, 二 yy} = 二 Px(X, € A(y)}, 则 
当 y 二 0 时 ， PtY <<y<<0i 一 0， 


当 »Y 全 时 ， 
P{Y, < vy} = P{—Vy,/a < XX, <Vy,/a) 
= P(X, <Vy/a} — P(X, Sy /ah 


] 
所 以 fy = [fs /IID + fs (x 376) 


Ety¥] = oa] zfs (2)dr, = aELX”], 
ky (二 ;2 ) 一 a| | ze Zz; fz 工 ， (ze 9 dr, dz, 
一 a 下 [X' Xe J}. 
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如 果 和 输入 X(t) 是 二 级 严 平稳 过 程 , 则 输出 是 宽 平 稳 过 程 . 
如 果 输 入 是 正 态 过 程 , 且 其 均值 为 等 , 则 


1 Zz 
(xX,) 一 二-exp| 一 污 ，)， 
fx V 2TGrx 2cx 





1 y, 
fy(y,) = a y 全 
0， 其 它 . 
即 Y, 是 X (1) 分 布 . 
如 果 输 入 xb 是 罕 市 平稳 正 态 过 程 , 则 
Xi) = A(t)cos (wt BO)), 
其 中 ,A(z) 是 其 包 络 ,SGo 是 随机 相位 ,wo 二 2xf ,fo 是 中 心 频率 . 
经 过 非 线性 器 件 工 的 输出 
Y, = aA’ (1)cos’ [wt ®(t) | 


一 SA WLI 十 cos (2 wt 28B(7)) |]， 
其 中 第 一 项 反映 的 是 低频 分 量 ,第 二 项 反映 的 是 调制 载 频 为 2 
的 随机 信号 . 
经 过 低 通 滤波 兹 [的 输出 


Z = FAD. ， 


宕 囊 高 斯 噪声 的 包 络 分 布 为 瑞 利 分 布 


A，_ 
f(A.,) ba /0, A, > 0, 
:) 二 0x 


0， 其 它 . 


] 一 zrkac2 
fz (2,) = | “20 
0， 其 它 . 
即 理想 低 通 滤波 器 的 输出 Z, 服从 指数 分 布 . 
( 工 ) 输出 的 各 阶 矩 (计算 过 程 略 ) 为 
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ELY,] 一 ax， ELY2] 一 3a’0%, 
ElY’|=a‘ox2n m1)!!, DY ] = 2a’0%. 
(了 7) 输出 的 各 阶 矩 为 
FLZ] 一 aocx， EL[Z:] = 2a’0x, 
FL 一 zlaroz，D[IZ] = a’ot. 
例 3 信号 加 噪声 通过 平方 律 检 波 需 分 析 . 如 果 平 方 律 检 流 
髓 输入 是 随机 信和 号 SCo 与 随机 噪声 NGCO 之 和 ,SC2) 与 NG) 是 相 
互 独立 的 实 平稳 随机 过 程 , 且 SGo 与 NQ) 的 均值 均 为 零 . 
解 ”此 时 ,平方 律 检 波 硕 的 输出 是 
Y() 一 aLXG 三 aLS CD 十 2SCGODNCGD 十 NGC]， 
帮 FEEY(CD)] 一 aELS (十 2SCODNCGD 十 CD 
一 aE[LS: (2) -二 aELN CD] 一 ao 十 ao) 常数)， 
E[Y’ GQ)|=a E{LSCG) + NG)T) 
— a FE[S'() | 6os0N + ELN’ (2)], 
Ry(t) ,1,) =— E[Y (Ct YY(t,))] 
= a E{[SC() + NGVTESCG,) + NGC,)]} 
— a ELS (t)S’(z,)| 
+ a 4E[ S(t)S¢C,) | ELN(G) ONG,) | 
+a ELN CON Ga 十 ec ELS Ct) | ELN’ CD) 
+ atELS’(,) ELN’ Cz,)]. 
若 SC(?) 与 NGCb) 均 为 平稳 过 程 , 设 r 王 所 一 妃 , 则 


EL[S'(1)S’(1)] =| SS:/(S, ,S,)dS, dS, = Re (D， 


EIN GION’ G2)] =)| fon, sn )dm dm 一 Ren 


故 Ry(7) 一 人 sz) 十 人 sr) 十 民 NNGCr)， 
其 中 Ry) = a Rg(t), Rw(lr) = a Ry (7), 
Rus (7T) = a [4Rs(T) RVC) + 20c0% |. 
对 Ry(7) 式 两 边 取 健 里 叶 变 换 ,得 
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其 中 9s(w) 一 a Ry (re *'dr, 


SNv (w) = a Ry (r)e “dr, 


So (w) 一 4ar| Sn Co ) Os Cw 一 cn ) dw + 2a’0. ONSCL)， 


Ss(o) 和 Sv(o) 分 别 是 SC(z) 和 NG 的 功率 谱 密度 . Sw (w) 中 的 
第 一 项 是 SN(o) 与 Ss(w) 的 卷 积 ,第 二 项 是 直流 分 量 , Sw (ow) 表 
示 输 出 端的 噪声 因 信 和 号 的 存在 而 有 增加 . 

右 输 入 噪声 是 罕 市 实 平稳 正 态 过 程 , 均值 为 零 , 输入 信号 
S(t) 二 Acos (wot 十 @) ,A 是 常数 ,更 在 (0,2x) 内 服从 均匀 分 布 ,G 
与 NG 独立 . 则 


FR (tT) 一 Q“ 民 2 (zt) 一 Caf 十 2a“R(Cz) 3 
SN (0w) ~ 2a| Sw Cw SN Cw 一 ci ) dow 十 woNSCb) 9 
其 中 Rw(Cr,Sw(Co) 分 别 是 信号 为 零 时 的 输出 相关 函数 和 功率 
谱 密 度 . 而 
Ro(r) 一 A’ El cos (co 二 十 更 )cos (coot， 十 更) | 
加 全 | 加 1 2x 
一 7 cos[ wo (二 一 刀 ) + 元 | cos[ wo (ti 十 刀 ) +29]dg| 
2 
一 人 cos (coz) ， 
风 
于 是 Rey Cr) = 2a’ ARRCr)cosaor 十 只 A202 
Sov (w) ~ 一 a A[S»v(w— f) 十 Svy(w— f.) 十 onSCw) ]， 
ELS (11)S° (#2)] = A‘E[cos’ (wt + $)cos’ (wots + ®)] 
A A’ 
= + cos (2wor). 


337 


2 4 2 入 
故 Re (C7) 网 有 cos (27), 


其 中 ,ff。 是 中 心 频率 ,i 一 2 ,从 而 有 
2 2 
Ry(rt) = | (分 +o% ) 十 2RNCzr) 二 + 2A° R\(r)coswot 








A 
十 BOs C2eo7) | ’ 


Sy (w) 一 “| (全 十 坎 ) Co) 十 2| Sv) Sy — wn) dn | 
a“ {A’[Sv(w— f,) 十 Svy(w 十 f)] 
+ 多 [8 一 2f6) + 3+2f0)]), 
于 是 ElY,|= a[ 今 to | 
E[Y’] = Ry(0) = “| (全 十 鸣 ) 十 2 中 十 242 四 十 公 |， 


D[Y,|] = 2a’ ( 先 十 Ar 十 ). 
第 五 节 ”Xx 分 布 与 维 纳 过 程 


主要 内 容 


一 X 分布 
] . 车 n 个 相互 独立 的 正 态 随 机 变量 和信 ;1 ~ 一 上 ,2 7 有 相同 
的 均值 零 与 相同 的 方差 o?, 则 称 S 一 > X? 为 有 x 个 自由 度 的 x 


变量 . 
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v 变量 的 概率 密度 为 


fs(s) = S2 le, S>0; 


1 
2 TC(n/2) 


其 中 伽 马 函 数 PCa) = | Cs e-'dt. 特征 函数 为 
1} 
PT 让 一 2 可 殉 : 
有 ELSj = n,DLS] = 2n, 自 由 度 n = 二 2E[S1/DL[LSI. 
两 个 相互 独立 、 自 由 度 分 别 为 n, 和 n, 的 X 随机 变量 S， 和 S。 


之 和 是 自由 度 n = n, 十 ns 的 X 分 布 . 
2. 在 第 1 点 的 条 件 下 ,S? 一 方 CX, 十 Bi)* 称 为 有 个 自由 


度 的 非 中 心 X 随机 变量 ,其 中 B, 为 非 随机 变量 . 
非 中 心 X 变量 的 分 布 密度 为 
FS) 一 六 (三 )exp| 一 -CVD， 1 一 也 B.. 


i=1 
其 中 工 ,, 《zx) 为 第 一 类 (n/2 一 1) 阶 修正 贝 塞 尔 函 数 . 特征 函数 为 
1 2 人 Bi; nB; /(20 ) 
P00) 一 (Tg) exp | 20 |ex | 1 — j20:v |. 
两 个 相互 独立 、 自 由 度 分 别 为 x 和 x 的 非 中 心 x 变量 ,若非 
中 心 参量 分 别 为 与 , 则 它们 的 和 是 xj 十 nn, 个 自由 度 的 非 中心 
X 变量 ,其 非 中 心 参量 为 十 12. 
二 、 维 纳 过 程 
1. 设 随 机 过 程 {W (2) ,tz 人生 [0 ,co0)) 满足 : 
(1)Wo(t) 是 独立 增 量 过 程 , 对 任意 1 ,ts EE 10,50) ,过 如 及 
h > 0, 增 量 W,(z, 十 h) 一 WG 十 h) 有 相同 的 分 布 密度 . 
(2) 对 任意 的 1: € [0,o0), 增 量 W,(1,) 一 W(t;) 的 正 态 分 布 
密度 ,有 
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] zx 
fw, ,we ) (T) RP DE 
(3) 若 PW。(0) 二 0) 二 1, 则 称 W。 (2) 为 规范 化 维 纳 过 程 . 
E[Wo Ct ) WoC) = E{[Wo la)1} 一 二 ， 万 之 二 ， 
EL[Wolt Wt) j=t， tt 守 ， 
故 EL Wo (ta Wo li) = Ry (t,t) = min(ts, t). 
右 W(t) = pt +oW,o lt), 
出 EL[W(CO)] = yt, DIWG)] = ot. 
其 中 ,wo 是 常数 ,ww 称 为 偏 移 系 数 ,c 称 为 过 程 的 强度 ,其 一 维 分 
布 密度 为 


} 本 EE (—00,00)., 


fw (Xx) - 有 P(e : 
由 上 述 讨论 知 ,WG) ,Wo (zr) 是 非 平稳 过 程 . 故 

1) 维 纳 过 程 是 独立 增 量 过 程 , 且 为 齐 次 增 量 过 程 , 因而 是 马 
尔 可 夫 过 程 ; 

2) 增 量 的 分 布 是 正 态 的 ,因而 是 正 态 过 程 ，; 

3) 维 纳 过 程 是 非 平稳 过 程 ，。 

因 维 纳 过 程 W。 (2) 的 相关 函数 Rw (zi ,ts) 不 存在 二 阶 偏 导 
数 , 故 Wo (2) 不 存在 均 方 导数 . 其 形式 导数 定义 为 W A?) , 则 
可 将 上 式 看 作 维 纳 过 程 的 导数 过 程 Wo(z) 的 相关 函数 ， 即 
RWo C(t) (tC 一 tt) = 5(# 一刀 ). 当 sy 关 时 ,由 Wo(t) 和 W(t,) 
的 相关 函数 为 零 ,均值 也 为 零 , 从 而 知 Wo Ct ) 和 Wo(z,) 不 相关 

2. 维 纳 过 程 W(z) 定义 为 零 均 值 平稳 高 斯 日 噪声 X(z) 的 积 
分 ， 即 





Fy (£) (¢,» ,£1 ) -一 S(t, ti ) 9 


W() — | XG)du, 多 (0) 一 0， 
0 


对 于 其 中 XC), 有 E[ XG)] = 二 0,Ry(r) = o 5(7). 
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W(z) 是 一 高 斯 过 程 , 有 
EFW(D]=E| | XC du |= | ELXCw Jdu 0, 


心 
W(0) = | XG du = 0, 
0 


Cov (WU) WG,)) = E[| XCuy)du| XCu) du | 


一 cmin( ,t,)， 
E[W(1) — W(t,)|=0, DIWG) —WG,)]=o0 |1,~—t |. 


疑难 解析 


什么 是 高 斯 白 曲 声 ? 

答 ”两 均值 为 零 、. 相 关 困 数 是 5(z) 了 清 数 的 过 程 称 为 日 噪声 . 
由 于 Wo (2) 是 高 斯 过 程 , 其 形式 导数 Wo (Cz) 符合 白 噪 声 条 件 , 称 为 
高 斯 白 品 声 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


X 分 布 是 概率 论 中 已 熟悉 的 概念 , 维 纳 过 程 也 已 在 第 一 章 中 
讨论 过 ,现在 从 窄带 随机 过 程 的 角度 再 进行 讨论 . 请 读者 注意 其 中 
的 不 同 . 

例 1 设 随 机 变量 X 和 Y 都 服从 X 分 布 ,自由 度 分 别 为 m 与 
n, 且 相互 独立 , 证 明 ; 随 机 变量 Z 二 XX 十 了 也 服从 X 分 布 , 旦 自由 度 
是 mm 十 nn. 

证 ”随机 变量 和 的 卷 积 公式 ,得 
fz) = fx) x f(y) = | cm 一 dz 


1 
le — x) le? dr 


“ 1 1 
— | es. 1 (xz 
o 2™* Tm/2) 2v* Tn/2) 
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— | 一 z/2 | " 3—lr,,_ .N23—!l 
TGF or 


令 工 三 对 则 


1 
/2 Mn Ci 及 
f(z) = cc/2 2 | /1C] 门人 1d 
口 


1 
2 Tm/2) Tn/2) 


20020T( 有 JP 2 eiB(?, 到 


| 一 


上 
上 
| 
m3 
ee 
NE 
~ 
器 
-一 一 
|S 
eT 





oe 
2 TZ) T(E) P( 
1 ee 到， 
D nrtn) /2 rT (2) 
所 以 ,Z 二 X 十 Y 服从 X 分 布 , 且 自 由 度 为 m 十 nt 

例 2 设 一 包 络 如 图 8. 2 所 示 ,平方 律 检 波 器 的 输入 为 

Y(t) = 有 cos(oot 十 0 十 和 NGo， 

N(z) 表示 罕 带 高 斯 噪声 , 其 均值 为 零 , 方 盖 为 中 且 NG) = 
NGCti)cosaot 一 NGCsinaot 讨论 经 检 波 并 归 一 化 处 理 后 ,独立 抽 
样 m 次 , 相 加 后 其 输出 是 什么 分 布 . 





Beos (wio 0 +ndt) La 


图 8. 2 
解 。” 因为 平方 律 检 波 紫 的 输出 是 输入 过 程 包 络 的 平方 , 即 
A (1) = [Bcos0t N.C ++[LBsingt N,G)]. 
由 于 独立 抽样 可 以 得 到 m 个 随机 变量 ,每 个 抽样 值 又 是 两 个 正 交 
分 基 , 故 相 加 后 的 输出 为 
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SS 一 总》1([Bcosg 十 NG 下 十 [Bsing 十 Ni) 了 2 
=0 


- 吉 
式 中 两 项 都 是 有 m 个 自由 度 的 非 中 心 X 变量 , 非 中 心 参 量 分 别 为 
1Bcosg mB: ， _ /Bsing\” mB’ . ， 
n= ( 下 ) 一 os ho ) 一 Sin 人 
所 以 ,S 是 有 2m 个 自由 度 的 非 中 心 X 变量 , 非 中 心 参量 为 1 一 十 

人 一 mB’ /g’. 于 是 ,S 的 分 布 密度 为 


HG = 二 (EE) em 人 3 CVD， ;之 0 


非 中 心 参 量 与 旦 由 度 之 比 为 
A A _B’ 


n 2m | ER 
它 愉 为 平方 律 检 流 禹 输入 吴 功率 的 信人 典 比 . 
变量 S 的 均 方 和 方差 分 别 为 


E[S] = 2m (1 十 起)， DT[S] = tm(1+ 筷 )， 


例 3 设 {WQ),tE (一 co,co)) 是 参数 为 o 的 维 纳 过 程 , 令 
X(t) 二 ee“"W(e”'), 1 € (一 00,00),a 守 0 为 常数 ,证 明 : {X02)， 
t 和 所“〈 一 co，co) }》 是 平稳 正 态 过 程 ,相关 函数 RW(7) 二 ge". 

证 ”因为 WCG 一 NO | 1# |), 

所 以 Wh(e”’) ~ N(0, ge”’), 2Z(1) ~ N(0, o), 
FLX() | = 0,1€ (一 ceoyco)， 
对 任意 4 委 也 E (一 00,00), e211 二 ez ,有 
Rx (ti, ts) = EL[X() XC) = et EW (en )W (es ) 
= eit) EW(e® ) — W(O0)] 
* [We”?)— We )+W(le”n)]}). 

由 于 WGQ) 又 是 独立 增 量 过 程 , 因 此 

E{[W(e”)—W(0) I][W(e”:) — Wien ) ]) 

一 E[W'™Y —W(0)JE[W(e”) —W(e”)]=0. 
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从 而 Kylt, ts,) 一 en Et [We ) TY) 
= et (DIW(e®n)]+ (EL[W(e®n )])2) 


— e ea) 7 ez 一 _ ge @ uz —t) ) 
同 理 , 当 zt 旋 t, 时 ,有 
Ry(t),t,) = — Te et ty ” 
综合 得 Rx(t1,ts) = oe ae 


例 4 设 {(X(#),t 之 0) 是 维 纳 过 程 ,上 且 XC(0) = 0. 求 其 有 限 维 
概率 密度 函数 . 
解 ” 因为 X() 一 NO 0 ,所 以 对 任意 n 及 0 二 二 ts 过 
… < 有 XG) 一 NO ),i 一 0,1 2. 又 因为 维 纳 过 程 是 
齐 次 的 独立 增 量 过 程 , 所 以 (XGO)，XCG)，…，XGD)) 的 联合 概 
率 密度 可 以 由 独立 性 求 得 , 即 
fx Ti syT2r Tas iota ss,) 
例 5 设 {X(),t€ [0,c0)}) 是 以 o :为 参数 的 维 纳 过 程 , 证 明 
下 列 过 程 也 是 维 纳 过 程 : 
(1) X, 一 cXe，0 委 1 <coc 一 0; 
(2) X, = Xu CO—X,, O01t< oo,h>0; 
(3) X, = 和 (全 
0， t < 过 0, 
证 (1) 显然 ,Xe 一 0, X, 服从 正 态 分 布 ,ELX,] = 0, 且 
DLX(t)1|= ec DIX,: |= eot/c = ot, 
故 X, ~ N(0,0o 7?). {X,} 有 独立 增 量 ,所 以 ,{X,) 是 维 纳 过 程 . 
(2) 同 理 ,X。== 0,ELX,] 二 0, X, 服从 正 态 分 布 , 且 
DLXG)1= DLX,,— XI=o (th—h) = gt, 
故 X, ~ N(0,ot). X(t) 有 独立 增 量 , 所 以 ,(X,} 是 维 纳 过 程 . 
(3) 同 理 ,X。 = 0, ELX,」== 0,X, 服从 正 态 分 布 , 且 
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PDLX(CD] 一 D[CX I= 一 -- = to’, 

故 X ~ N(0,0 2). 因为 ,对 任意 的 nn 这 1, 0== 二 之 bb 之 之 二 ， 
而 (Xm Xa! ,… ,Xi) 是 n 一 1 维 正 态 随机 变量 , 改 X, 一 X，，…， 
X, 一 X， 是 一 1 维 正 态 随机 变量 . 因为 ,Vr 一 ;一 t,; 有 

E[ (X,— X.)(X, — X,)| 

= E[(tX .1 — sX 1)(sX 1 — rX 1)] 

= go (tm A )—rtiolt Ar)—sos +r(s Ar) 

二 g(s 一 7 一 s 十 7) 二 0， 
其 中 站 As 二 min( 太 ,s ). 由 上 式 知 它 们 两 两 不 相关 ,所 以 相 
互 独立 .于 是 (X 是 的 恨 

例 6 设 {W,,t € [Lo,ce)) 是 以 of 为 参数 的 维 纳 过 程 , 令 


人 AA, 二 5 CW jz — Woyr) 7 一 2 
k=0 


证 明 : limEl | 入 ,一 1] | 一 0. 
证 ”因为 
2 k kl 2 
和 ,一 二 > [ Wor — Wo wv) (六 一 一) |= > 2 


显然 ,2 相互 独立 ， 且 ELZ, | 一 0 ;, 故 
E[| X,—11’] = a[ (D2) |= Pata 





2 
k_k—l 
-一 SE [wo — Wo wyr) 一 (到 | 2 ) | 
天 一 ] 
2 < 
1 
_ E| (YC 一 1) 廊 | 
elo 
其 中 Y = Yu 一 上 Dr 


由 于 Y, 服从 同一 正 态 分 布 , 故 
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。 
EL| 区 一 1 门 一 EL(Y:—D" J] ( 汪 ) 
中 一 ] 
<E[(Y 一 DD] 上 = DLYi] 广 =2 “ 充 之 上 ，， 
所 以 jnETI x 1 1 


例 7 设 {X,, tz € [0,o0))} 是 一 个 维 纳 过 程 , VY t,。€ [0,co)， 
有 
Pit i> X， 在 有 有 穷 导 数 } = 0. 
其 中 ,zt > f(z) 表示 在 z 的 值 为 f(zx) 的 上 映射 了 . 
证 ”用 反 证 法 . 设 存 在 t。E€ [0,co0) ,使 得 
Pit > X, 在 t 有 有 穷 导 数 } = a > 0， 
则 对 h > 0, 有 


入 ， 4h 一 从 ， 
Pl lim A = 0 > Plt > X,}) 在 有 有 穷 导 数 ) = 二 a， 
从 而 , Ve 二 0, 36 直 | 有 


有 | 


但 另 一 方面 ， 由 于 入， 人 N(0,o’ h) ,下 
《从 HR 一 A, )/vVh ~ N(0,0’ ), 


入 ， +h 六 
依 正 态 分 布 的 性 质 ， 当 所 夺 分 小 时 ,中 | 万 





-小 





< 中 
1 zx a 

Sh V2T 7 | ,exp 20° jd ~ 2 

与 户 盖 0 无 关 . 所 以 推出 矛盾 . 于 是 ,所 证 命题 成 立 
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第 九 革 ”时间 序列 分 析 简 介 


第 一 节 时间 序列 与 ARMA 模型 


主要 内 容 


一 、 时 间 序 列 

1. 当 随 机 过 程 {X (2) ,+E TT) 的 参数 集 丁 取 丁 二 {…, 一 2， 
一 1， 0 ,1 ,2,…} 或 二 {1,2,…) 时 , 称 {X(), zt€ET}) 为 随机 序 
列 . 在 工程 技术 中 ,随机 序列 的 参数 集 工 用 来 表示 时 间 时 , 称 随 机 
序列 为 时 间 序 列 {X,, 1 二 1，2,…:). 时 间 序 列 的 一 个 样本 函数 
{Zz，t 二 1],，2,…}) 是 时 间 序 列 的 一 个 现实 . 

2. 右 (X， 二 1，2，…)} 是 平稳 过 程 , 则 其 协 方 差 函 数 与 相关 
(系数 ) 函 数 满足 

CovCX,, Xa) =EL (Xp Xt —p) =Cx Ch) =Cx (0)p, Ch). 

设 {x1， Xs "9 Xs 是 7 个 观测 数据 , 则 (xz)， X29 """)， Xs} 的 

样本 协 方差 函数 定义 为 


ae 


"hh 
PO) = 2 (rit) xz), OCh<n, 
1 一 1 


其 中 z= lz, 
样本 相关 (系数 ) 函 数 定义 为 
ph)=7 Rh) /FO0), Ih|<n. 
相应 的 样本 协 方差 阵 与 样本 相关 (系数 ) 函数 阵 都 是 非 负 定 的 . 
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二 、ARMA 模型 

1. 设 {X,, 一 0,， 土 1， 圭 2,，…} 是 均值 为 零 的 实 平稳 时 间 序 
列 , 则 表达 式 

X=p Xe 十 iX 十 … 十 PX 

或 p(B)A,=Z, 
称 为 阶 数 为 p 的 自 回 归 模 型 . {2Z,, 1 二 0, 土 1, 士 2, …} 是 均值 为 
零 方差 为 两 两 不 相关 的 随机 变量 序列 ,po ，qp,，…,g, 为 常 
数 , 简 记 为 AR(p). 

2. 设 {XQ) ,1 二 0, 土 1,…) 是 均值 为 零 的 实 平稳 时 间 序 列 , 目 
满足 差分 方程 


十 色 , 


i™p 


Xp Xp XL TL tT 
其 中 {2Z,}~WN(0 ,0 ) , 即 均 值 为 零 , 方 差 为 og” 的 日 曲 声 ; 且 满 足 
p(I) 一 1 一 站 Z 一 … 一 2Z2， (2)=1+T02Z+…+0,2", 


两 个 多 项 式 无 公共 因子 , 则 称 {X,,t 二 0, 土 1,…)}) 为 p 阶 自 回归 a 
阶 滑动 混合 模型 . 简 记 差分 方程 为 pg(B) X, 二 9(B) 2Z,, := 
0, 十 ] ,…, 其 中 B 是 由 p(B)X, 一 XX_;, 1 二 0, 土 1,… 定 义 的 延迟 
算 子 . (gq , 02， ;9o) 称 为 自 回归 系数 , (0 ,0,,…,0,) 称 为 滑动 平 
均 系数 . 上 述 差分 方程 模型 记 为 ARMA(p, 9) ,满足 ARMA 模型 
的 随机 序列 称 ARMA 序列 . 

3. 设 {X,, 二 0, 土 1],…} 是 均值 为 零 的 实 平稳 时 间 序 列 , 知 
9p(2Z) 三 1 ,满足 方程 X, 二 0(B)2Z,, 则 称 {X,, t= 二 0, 士 1,…}) 为 g 阶 
滑动 平均 过 程 , 记 为 MA(g). z 

4. 设 {X,, t 二 0, 土 1,…}) 是 ARMA 过 程 , 如果 存在 常数 列 


从， 一 > p20 t 二 0， 十 1,….， 
j=0 


则 称 {X, ,t= 二 0, 土 1,…} 是 因果 ARMA(p, 9) 过 程 . 此 性 质 称 为 因 
果 性 . 
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9。 设 {X,,;t 一 0, 士 1],…} 是 ARMA(p,gq) 序 列 , 则 {X,,t= 二 0， 
土 1 ,…} 是 因果 ARMA(p,q) 过 程 的 充 要 条 件 是 :gp(2Z) 的 根 都 在 
单位 圆 外 ,系数 {y;) 由 


AZ) = D2 = = 0(2)/¢(2Z), | Z I<1 


所 确定 . 2(2) 又 称 为 格林 函数 (也 记 为 G(2)). 
对 于 因果 ARMA(p,q) 过 程 ,有 ELX,_,Z, 二 0,L 之 1. 
6. 设 {X,,t 二 0, 土 1,…} 是 由 pg(B) 一 0(B)Z, 定义 的 ARMA 


(p,q) 过 程 ,如 果 存 在 常数 列 {x;} ,满足 2，|j | <<o0, 使 得 


/一 >》 7 入; 一)， 1 一 0 ,十 1,….， 
j=0 


则 称 {X,,t 二 0, 士 1 ,…) 为 可 逆 ARMA(p,g) 过 程 . 此 性 质 称 为 可 
逆 性 . 

7. 设 {X,,t 二 0, 土 1,…}) 是 ARMA(p,g) 序 列 , 则 {X,,t==0， 
十 1] ,…) 是 可 逆 ARMA(p,q) 过 程 的 充 要 条 件 是 :0(2Z) = 二 0 的 根 都 
在 单位 圆 外 . 系数 {x,} 由 


(2)= 2 Zi=p(2)/0(2), |Z|<1 


所 确定 . x(2) 二 yy' (2) 又 称 为 ARMA 的 逆 函 数 . 
8. 设 {X,} 是 均值 为 零 的 平稳 序列 ,其 谱 密 度 f(2) 是 e "的 
有 理 蚂 数 


2 IOC(e | 1 1 
[ple 12m) 7 AEF 


其 中 pC) 二 1 一 pA 一 … 一 gp,A?， 0C4) 二 1 十 O44 十 … 十 6, A"， 
且 它 们 无 公共 因 式 . pg(2) 满 足 平稳 性 条 件 ,04) 满 足 可 道 性 条 件 ， 
则 {XX,}) 是 有 有 理 谱 密 度 的 平稳 序列 . 

9. 均值 为 零 的 平稳 时 间 序 列 {X,} 满 足 p(B)X, 一 0(B)Z, 的 
充 要 条 件 是 ;{X,} 具 有 第 8 点 中 的 有 理 谱 密度 . 


f(A)=o 
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链 难 解析 


1. 怎样 进行 时 间 序 列 分 析 ? 

答 ” 当 随机 过 程 (X,,tET} 的 参数 集 取 丁 二 {1,2,…}) 或 T= 
(一 2, 一 1,0,1,2,…} 时 ,(X,,tET) 称 为 随机 序列 . 当 参 数 集 
表示 时 间 时 ,随机 序列 被 称 为 时 间 序 列 . 时 间 序 列 可 以 表示 为 三 
部 分 , 即 

从, 一 7 十 9 十 Y 
其 中 以 , 与 S, 是 非 随机 项 . mm, 又 称 为 趋势 项 ,反映 了 X, 的 变化 趋 
势 , 常 用 多 项 式 或 指数 函数 来 描述 ;S, 称 为 周期 项 ,反映 了 X, 的 
周期 性 (如 年 、 季 、 月 ) 变 化 ;Y, 是 随机 噪声 ,反映 了 随机 因素 的 影 
啊 ,一 般 设 Y, 是 平稳 随机 序列 . 

时 间 序 列 的 主要 分 析 方 法 是 ,分 析 时 间 序 列 的 统计 规律 ,然后 
由 此 构造 拟 合 它 的 最 佳 数 学 模型 ,利用 模型 预报 时 间 序 列 的 未 来 
取 值 ,或 用 来 进行 分 析 和 控制 . 

十 面 的 典型 分 解 式 的 一 个 现实 是 非 平 稳 时 间 序 列 . 处 理 的 常 
用 方法 有 两 种 . 方法 一 是 估计 和 提取 原 数据 中 的 趋势 项 与 周期 项 ， 
使 估计 后 的 残 差 可 以 用 一 个 平稳 时 间 序 列 的 线性 模型 拟 合 ,最 后 
包括 所 估计 的 趋势 项 与 周期 项 ,由 典型 分 析 式 对 {X,,zE 人 进行 
预报 与 控制 . 方法 二 是 由 乔治 与 E. P. 博克 斯 等 人 提出 的 ,是 对 观 
测 数 据 列 {X,,zi€E 了 T) 反 复 作用 差分 算 子 ,直到 差分 后 的 数据 可 以 
建立 起 恰当 的 平稳 时 间 序 列 线性 模型 ,以 实现 对 {X,,zET) 进 行 
预报 与 控制 . 

2. ARMA(z,9) 过 程 与 白 噪 声 {2.} 之 间 有 什么 关系 ? 

答 ”车 随机 序列 (2. ,t= 二 0, 士 1,…} 的 均值 为 零 . 协 方差 为 Y(h) 
Ch 二 0,Y《h) 二 of ; hh 关 0,，Y4) 二 0), 则 称 { 纪 ,t= 二 0, 土 1,…} 是 均值 为 
零 .方差 为 of 的 白 品 声 , 记 为 12 一 WN(C0,c). 若 12) 是 独立 同 分 
布 .均值 为 零 、 方 差 为 of 的 随机 序列 , 则 记 ({2.} 为 HDC0,0). 
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当 ARMA(p,9) 序 列 (X,, 1 二 0, 士 1,…}) 能 表示 为 既往 的 所 


噪声 {2,} 的 加 权 和 形式 X 一 > 力 Z，，, 并 且 在 均 方 收敛 意义 下 
成 立 ; 则 {X,,t 二 0, 土 1 ,…} 是 因果 ARMA(p,q) 过 程 . 加 权 和 形式 
的 物理 意义 是 :ARMA(p,g) 过 程 (X,， 1 二 0， 十 ],….}» 品 以 由 过 去 
和 现在 的 白 噪声 (随机 输入 冲 量 ) 通 过 线性 系统 来 生成 . 若 将 白 曲 
声 作 为 “ 因 ”, 则 ARMA(p,g) 过 程 就 是 “ 果 ”, 因而 称 之 为 因果 

若 ARMA(p,g) 序 列 {X,, 1 二 0, 士 1 ,…}) 的 差分 方程 oC(B)X, 
一 0(B)2Z 中 的 白 曲 声 {Z,, t= 二 0, 十 1,…) 能 表示 为 既往 {X,) 的 加 
权 和 形式 2Z, 二 2 riX,-, 且 表示 式 在 均 方 收 伍 意义 下 成 立 , 则 
{X,, t 二 0, 土 1,…}) 是 可 逆 ARMA(p,g) 过 程 . 

由 上 可 知 ,我 们 必须 认真 分 析 ARMA (zt,q) 过 程 与 只 噪声 
{2Z,) 的 关系 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


本 方 的 重点 是 ,通过 例题 熟悉 概念 ,明确 类 现 ， 
例 1 用 延 拓 算 子 B 表示 下 人 列 模型 . 
(1) X,—p X19, Xs =,; 


(2) 入 ， EX EX, 一 L， ? 


(3) X,—p, X, 1=Z,—0,2,1; 
(4) 入 ,一 人 一 凡人 -| — 0 ZL.2. 
解 (1) p(B)=1—9 B—o¢,B ,0《4B) 沽 1. 格林 函数 


由 (1—9.B—¢,B’) (G+G1B+GB’ 二 +…)=1, 
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得 Co 一， Cn ”9 ? G; —= 9 Gi 十 PC 一: ? k 之 2. 
(2) p(B) 一 1 一 让 B 一 二 Br ,0(B) 二 1. 格林 函数 


3 
从， 一 1 一 B/6 一 序 /6 5 IT 一 872 5 “ 1+B/3 


re 


由 o(B)X,=0(B)Z,>X,=p(B)Z,= GZ， 
k=0 
a 


(3) o(B) 二 1 一 pg,B,0(B) 二 1 一 0B. 格 林 函 数 
— 1—0b (1 pk 
J(B) 一 1 一 2 一 (1 01B) 2 GB 
= 1+ YB DogB" =1it+o 0 (ph)B., 
大 一 1 k=0 = ] 


所 以 (一 】， G, 一 中 (gp, —0,) . k 之 1. 
(4) p(B) 二 1,0(B) 二 1 一 押 .B 一 0B . 逆 函 数 


1 1 
"BTAB) 1—0B—0,B’ 
由 (1—0,B—0,B’)x(B)=1, 


得 天 二 一 六， ns 一 Ti0 0， 起 一 入 70 1 On-2， k 之 3. 
例 2 判别 下 列 过 程 的 特性 : 
(1) MA(g) 过 程 
X=Z+0 2 十 … 十 0Z (2)~WNGO,0); 
(2) ARC(Dp) 过 程 : 
X, 一 P XI 一 …… 一 0 及 一 一 人 (Z,}~WN(0,0 ). 
解 (1) MA(q) 过 程 满足 因果 性 . 此 时 取 
{6， 0<<9， 
一 J 之 a， 
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(2) ARCp) 过 程 满 足 可 道 性 . 此 时 取 
9p OI<p, 
和 -| j>p， 
例 3 确定 下 列 ARMA(p,q) 过 程 的 特性 . 
(1) X,=2,—2Z, 1 二 0. 242,,; 
(2) X,—0. 1X,.—0. 2X,.s,=Z,; 
(3) X, 十 0. 2X_ 一 0. 48X, ,=2,—0. 42, 1 二 0. 042, »,; 
(4) X,—0. 1X, 1—0.2X, 一 乙 十 2Z_ 十 Z_ 2. 
解 (1) 0(02) 王 1 一 2 十 0.24 太 , 令 82)= 王 0, 解 得 已 三 2.5， 
2 三 5/3. 所 以 |21>1, |2:|>1. 故 过 程 是 可 道 MA(2) 过 程 . 

(2) p(2) 一 1 一 0.12Z 一 0.222 , 令 pg(2Z) 二 0, 解 得 Z1 二 2,2, = 
一 2.5. 所 以 |2Z|1,|2; | 之 1. 故 过 程 是 因果 AR(C(2) 过 程 . 

(3) g(2Z) 一 1 十 0. 2Z 一 0. 48Z , 令 pg(2) 二 0, 解 得 2Z) 一 一 5/4， 
Zs 二 5/3, 有 |ZI 这 1,|2,| 记 1. 

义 0(2Z) 二 1 一 0. 42 十 0.042Z"  , 邻 0(2Z) 一 0, 解 得 2 二 2Z, 二 5, 有 
I =|Z,|>1. 

综 上 所 述 可 知 ,过 程 为 因果 可 逆 ARMA(2,2) 过 程 . 

(4) gpg(Z) 王 1 一 0.1Z 一 0.2Z , 令 pg(Z)= 二 0, 解 得 Z, 二 一 5/4， 
2 一 9/3, 有 12 11 ,| 2;| > 盖 1. 

义 0(Z) 二 1 十 2Z 十 Z , 令 002)=0, 解 得 已 = 乙 = 一 1. 故 12 | 
一 | 2 | 三 1. 

综 上 所 述 可 知 ,过 程 为 因果 可 逆 ARMA(2,2) 过 程 . 

例 4 设 {X,} 是 ARC(2) 或 ARMA(2,g) 模 型 ,其 p(B) 二 1 一 
Pp1.B 一 pg,B , 求 (X,} 的 平稳 域 


‘ 一 一 7 县 -一 l 2 
解 ” 令 p(B) 二 0, 解 得 Bi,， -a6 [一 g 干 VF 一 4p, ]. 利用 韦 
达 和 定理 ,因为 


9, =1. 


biB,=—1/¢, ‘B+B,=—9/9, ? 
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|,|=1/1B),B,|<1, 即 |y, 1 过 <1. 又 
pt 一 寺 让 一 1 一 (1 生计 (1 去) 
若 B,B, 是 实 根 , 则 q 土 @ 二 1, 车 B ,Bs 是 复 根 , 则 因为 廊坊 , 故 
《1 二 1/B1)==1 千 1/B,， 
于 是 p, 士 po 三 1 一 |1 干 1/B; | 到 1. 
故 平稳 域 为 
$b” ={(9 ,9,):—1<9,<1,9,t9,<1). 
由 此 得 知 ,ARMA(2,q) 过 程 是 因果 ARMA(2,q) 过 程 的 元 要 
条 件 是 : 自 回归 多 项 式 pg(B) 二 1 一 g,B 一 gp,B* 满足 条 件 
9 二 9 一 1 I,|<1. 
平稳 域 图 形 如 图 9. 1 所 示 . 








第 二 节 ARMA(p,g) 过 程 的 性 质 


主要 内 容 


1、MA(9) 过 程 的 协 方差 函数 和 相关 (系数 ) 函数 
设 {X,,t 二 0, 土 1,…} 是 MA(g) 过 程 , 则 其 协 方差 消 数 XY(&) 与 
相关 (系数 ) 函数 pC&) 分 别 为 
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02 (1 十 93 十 … 十 92) ， k=0, 
yY(k) 一 og (0, 十 全 Ol 十 ,十 0 10,) ? 1 入 &A<a， 


0， h~>aq; 

]， k=0,， 
oCk) = 4 十 004 0 0, |<h<o 
1 十 6 十 … 十 0 四 

U， k>g. 


po) 当 有 &>9 时 全 为 零 的 性 质 称 为 9 步 截 尾 性 . 

2. 设 均 值 为 零 的 平稳 时 间 序 列 {X,} 具 有 谱 密 度 FA) 盖 0, 风 
(X,} 是 MA(Cq) 序 列 的 充 要 条 件 是 : 它 的 相关 (系数 ) 函数 g 步 
截 尾 . 

3. 设 (X,} 是 均值 为 零 的 平稳 过 程 , 协 方差 嚼 数 为 Y(2) , 当 |k| 
>g 时 ,yY(k) 二 0,yY(g) 关 0, 则 {X,} 是 MA(g) 过 程 , 即 存 在 白 曲 声 

(2Z,) ,使 得 
/ X,=Z,+0 2 ,十 … 十 2Z， 

4. AR(p) 过 程 的 协 方差 消 数 和 相关 (系数 ) 函 数 

设 {X,,t 二 0, 土 1,…}) 是 AR(p) 过 程 , 则 其 协 方 差 卫 数 和 相关 
(系数 ) 函数 满足 方程 组 

1 
p» ~—FK,0. 

其 中 ,二 (YG) ,7Y62) ,YCp)) ,TT, 二 [YG 一 门人 , i， 
p=pps ps) , po=(p(1) ,pC2), ,pp)), 
R,=[pGi—) fj 天 一 7C0) 一 0 

方程 组 7, 二 了 8 和 p ,二 Rg 称 为 尤 拉 - 沃 尔 克 方程 组 . 

5. {XX,,t 二 0, 土 1 ,…}) 为 ARMA(p, q) 过 程 的 充 要 条 件 是 :其 
协 方差 函数 满足 差分 方程 

XRD) 一 DTXCR 一 1 一 一 PY( 人 一 力 ) -1 9 

? bo’:,， k=g, 
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或 其 相关 函数 满足 : 


& 一 0 时 , 改 (1 一 站 一 …… 一 pop) 一 (1 一 2G 一 … 一 0G)o， 
k=1 时 ,ax(1 一 P po 一 人 … 一 Pi0j1) 一 《由 一 六 GO 一 … 一 0C， cz， 
k=g 时 ,ox (ol 一 Or 一 一 oopp-9) 一 Orzz， 

E>q 时 ,or —gi0 1 pips=0; 妈 p(B)p =0. 


6. 在 均值 为 零 的 平稳 时 间 序 列 中 ,给 定 X,_!， 入 2，…， 
Xt1 六 与 XX,; 之 间 的 偏 相关 函数 定义 为 
FELXIX _ ELX,X,;) 
VELX’ JELX’,] ox 
其 中 下 表示 条 件 密度 函数 f (Tr | 一 19 9 一 k+l1 ) 的 条 件 期 
望 , 
(1) AR(p) 序 列 的 偏 相 关 ( 系 数 ) 函 数 是 
_ ELX,X, 1] 
Ox 
它 又 是 AR() 模 型 的 最 后 一 个 自 回归 系数 p,. 
(2) ARMA(p,g) 序 列 的 偏 相 关 ( 系 数 ) 函 数 . 用 X,_1，, XX,-,， 
…,X,_ 对 XX, 作 最 小 方差 估计 ,使 Q 为 最 小 值 ,p ,pp,,，…, 9 应 
满足 方程 组 


(p=1). 


kp 


9 . 
一 一 0， 一 ] ,2,**',k. 
“9 
该 方程 组 经 推导 化 为 矩阵 式 
1 ol) p22) ‘+ plk—1) p, (1) 
ACT) 1 ol) i plk—2) 
. pio 0(2) 
0(2) po(1) 1 : ,| 二 | . |， 
: : p(1) Ch) 
pk—1) plk—2) … pl1) 1 Ti 


其 中 系数 矩阵 称 为 托 布 里 效 和 矩阵 . 系数 pCj 一 1,2,…,) 可 由 短 
阵 式 直接 求 得 , 求 的 常用 递 推 式 是 
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Pu 一 1)， 


此 k 
pri 一 (pCg 十 1) 一 Pot 1 Dp) (1— 90) ps); 


Ji Phy PetlktIPEE+L! J 一 1,2,""*,k. 
把 MA(g) 看 做 p 二 0 的 特例 ,把 AR(p) 看 做 g==0 的 特例 , 则 
上 述 公式 仍然 适用 . 


疑难 解析 


1. 什么 是 相关 系数 的 截 尾 性 和 拖 尾 性 ? 

答 ” 由 MA(g) 过 程 关 于 协 方差 了 消 数 和 相关 (系数 ) 函数 的 定 
理 知 , 当 &>>q 时 ,y(k) 二 0,p(8) 二 0, 而 Ylq) 关 0, pl(q) 关 0. 这 个 性 
质 被 称 为 MA(g) 序 列 的 协 方差 涡 数 和 相关 (系数 ) 函数 是 g 步 截 
尾 的 . 它 表明 : 若 (X,, 1 二 0, 土 1,…)}) 是 MA(q) 序 列 . 且 1i 一 j|| 之 g， 
则 X; 与 Xi; 不 相关 , 即 序列 只 有 有 限 项 相关 ,反映 了 MA(q) 序列 
的 本 质 特征 . 

而 对 ARMA(p,g) 过 程 和 AR(p) 过 程 ,其 协 方差 贤 数 与 相关 
(系数) 函数 不 具有 茶 步 之 后 的 截 尾 性 . 如 由 AR (z) 的 差分 方程 
p(B)Y(k) 二 0,k 之 0 知 , 若 p(Z)==0 没有 重 根 , 则 有 

Yk)=c Zi 十 czZ +o,Z,*, k>—p, 
其 中 2 ,2 ，… ‘Lp 是 pg(Z) 的 相 异 实 根 ,c ?2 9 oCp 是 待定 系数 . 
右 pg(2) 二 0 有 重 根 , 设 ZZ 二 2 二 … 二 2Z,, 则 有 
Yk)= (ctesktTck™ )Z 十 c Zr 十 … 十 coQ ， 
其 中 C19C29 ”9 Cp 为 得 定常 数 . 两 式 中 的 待定 常数 均 可 根据 
7Y(0) 二 1,Y(k) 二 Y( 一 &) 来 确定 . 所 以 由 差分 方程 理论 可 求 出 协 方 
差 尔 数 Y(&) 的 一 般 表达 式 , 上 且 知 其 被 负 指 数 函 数控 制 , 即 有 
[Yk) | <be ™, b,b>0 
相关 (系数 ) 函数 o(k) 也 有 同样 的 性 质 . 这 种 按 负 指数 函数 递减 的 
性 质 , 称 为 拖 屁 性. ARMA(z 9) 序列 与 AR(p) 序 列 的 协 方差 孙 
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数 与 相关 (系数 ) 函数 都 有 拖 尾 性 

2 什么 是 偏 相关 (系数 ) 函数 ? 

答 “” 偏 相关 (系数 ) 函数 与 相关 (系数 ) 函数 一 样 ,反映 了 平稳 
过 程 的 独立 性 结构 的 重要 信息 ,而 且 仅 与 过 程 的 二 阶 矩 有 关 . 偏 相 
关 ( 系 数 ) 函 数 ww (8 宇 0) 是 将 X41 与 Xi 分 别 扣除 它们 用 X, ,X，， 
…,X, 作 的 最 佳 线性 估计 后 的 剩余 量 之 间 的 相关 (系数 ) 函数 ,所 
以 称 为 “ 偏 " 相 关 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 计算 相关 (系数 ) 晴 数 和 偏 相 头 (系数) 函数, 首先 要 弄 清 的 
是 公式 的 来 历 与 意义 ,然后 才能 应 用 公式 进行 计算 . 特别 的 是 ,在 
不 同 的 书本 上 公式 的 形式 是 不 同 的 ,知道 其 为 什么 ,使 用 时 才 不 会 
搞 错 . 例如 : 

(1) 在 MA(g) 序 列 的 协 方差 区 数 和 相关 (系数 ) 函数 公式 中 ， 
当 1 有志 9g 时 ,有 

Yk)=o (0 十 90 十 … 十 9 0 )， 

十 00 十 … 十 OO _ 0 

1 十 01 十 … 十 0 
而 在 有 的 教材 中 ,公式 中 的 “和 ?是 用 “一 和 ?代替 的 ,这 是 因为 在 方 
程 X, 二 0(B)Z, 中 ,将 

0(CB) 王 1 十 0B 十 … 十 0.B。 

换 成 了 0(B) 王 1 一 9.B 一 … 一 0.B? 

(2) 俩 相关 (系数 ) 函数 可 以 按 主要 内 容 6 的 方法 求 ,也 可 以 





olk) 一 





按 帮 一 种 定义 一 一 偏 相 关 ( 系 数 ) 肾 数 <(。) 定 义 为 
a(l)=p(X,, 六 , ) (1)， 
a(k)—pocx —P Y Pp Xe 9 k 之 2， 


一 有 二 一 
大 二 1 ptl, "i 十 1 1 坊 (l,X, + ) 


其 中 了 ax 和 Pa,x, ,x,) XK 可 由 下 式 求 出 . 
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大 
Pa,x,,,X) A 一 > vaiX，， 入 0 -一 1， 


1 二 必 


中 
aEC(XX,) = ECXX,), j = 0,1,.,k. 


1 二 必 


例 1 己 知 MA(2) 过 程 XX， 一 L 一 人 -1 十 0. 24~,-; , 求 相关 ( 系 


数 ) 函 数 ， 
解 ”因为 0 一 一 1,0 一 0. 24, 故 
四 0 十 0,0, — 一 工 一 0， 24 ~ 
oADTTHG to THITC.24 ~ 0 00%0, 
0 0. 24 
王 一 一 全 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 人 20. 116 6， 
0 1 十 8 十 92 1 十 1 十 (0. 24)? 0. 2100 


例 2 已 知 MA(C2) 模 型 X 一 Z 十 0.5Z ,一 0. 32Z,_,, 求 相关 
系数) 函数 ,并 讨论 可 逆 性 . 
解 ” 因 为 0, 二 0.5, 0 一 一 0.3, 故 
0(0) 二 1， 
G+00 0. 5 一 0. 15 


P 一 1 十 01 十 0 ”1 十 (0.5): 十 (一 0. 3 人 


ol(k)=0, k>2. 

解 90C(B)= 二 1 十 0. 5B 一 0. 3B" = 二 0, 得 Bi 守 1.17，B, 半 一 2. 84， 
由 1B | 之 1, 1B;| 放 1 知 ,MA(C2) 模 型 满足 可 道 性 条 件 . 

例 3 求 AR(1) 和 AR(C2) 过 程 的 相关 (系数 ) 孙 数 . 设 AR(1): 
Xp X11=ZL,; AR :Xp A 1 pA = 

解 ARC) 时 ,由 公式 得 Y(1) 二 YC0)g. 由 数学 归纳 法 可 证 
YC(k) 二 Y(0) (yp ) ,因此 ,得 

p(k)=(p) , k>0. 
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AR(2) 时 ,由 p, 二 R,q 得 
(0 )=( ] 人 (， 
0(2) ol1) l 9， 
2 
解 得 = PD TT tp 
并 由 差分 方程 可 以 解 得 p(k) 二 cZi 十 coZ2*& 放 一 2, 其 中 2 ,2， 
是 方程 1 一 gpg,Z 一 gp,Z 二 0 的 两 个 相 异 实 根 ,ci ,cs 满足 0(0) 一 1， 
ol(1)=o(—1). 
例 4 求 AR(2) 模 型 X, 一 0.1X_ ,一 0.4X ,一 2 的 相关 ( 系 
数 ) 消 数 ,并 讨论 其 平稳 性 . 
解 因为 pg(B)= 二 1 一 0.1B 一 0. 4B 二 0 的 根 B =:1.5,B,>- 
一 1.75, 所 以 18B,11,1B; | 之 1. 模型 满足 平稳 性 条 件 . 由 


一 I OA) 一 DiIOCR 一 1 十 Do 一 2)，R 之 2 








和 0.1 
得 p(]D) = 0.1667, pC2)~0. 6167, pC3)~0. 126 8,° 


例 S 求 ARMA(1,1) 模 型 的 相关 (系数 ) 函数 

解 ARMA(1,1) 模 型 是 XX, 一 p X 一 DZ 十 902Z 1. 

设 Z, 的 方差 为 cz,jo | 过 1, 则 有 

-二 0.B 
一 入 也 





比较 恒等式 
GotG BiGB 十 … 一 (1 一 9.B)(1 十 p B+ gi B’ 二 …) 
一 1 十 Cop 0)B+(g mp 0)B’ t+, 

故 (Cr 一 ， Ci 一 0 一 外， Cs 一 由 一 站 0. 
代入 公式 得 

ox (1—g.0(1))=(1—0.G)0=[1—0, Co —0,)]o, k=0, 

ox (9, 一 0(1)) 一 Doz， 大 一 ] ， 

otk)—=p ok—1), k>1. 
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1 十 0 一 2p0 (Co 一 和)(C1 一 ob) 
解 得 = ， PD TT a0 ， 
(op +0.)(1+ og.0) 
1 二 91 十 29,0, 
例 6 证 明 ARMA(p,q) 过 程 {X,,t==0, 土 1,…) 的 协 方差 函 
数 满足 差分 方程 


oO(R) 一 OO ,上 二 1. 


XRD 一 JIXR 一 1 一 全 一 9 一 力 ) = og >) Qj9p 
Re<J< 9 
0 入 LA<<max( 力 ,0 十 1)， 

XI 一 OCR 一 1 一 人 一 Oo 一 力 一 0， k>max(p,g+t1), 

其 中 , {yg}) 由 WZ) 二 yw5Z = 涉 名 ,| Z| 之 1 确定 . 
i yl2) 

证 ”对 下 式 两 边 同 乘 以 X,，,， 

X 一 PXI 一 … 一 Xu 一 到 十 82 十 … 十 9Z， 月 取 均 
值 . 因为 A 一 > 力 Z ,得 

j=0 
Yl(R)—p YR 1 p(k Dp) 


= 本 (2 十 92 十 …… 十 92 人 Dy,2,0) | 
当 0 委 & 委 max(p ,9 十 1) 时 ,上 式 变 为 


Yy(k) | yl(k 一 1) 本 一 JoY(A 一 力 ) -一 og > OO 
ke 0 
当 之 max(p,9 十 1) 时 ,上 式 变 为 
YE) —p yk—1)—— py (Rk—p) =0. 


例 7 证 明 ARMA(p,g) 过 程 oC(B)X,= 二 0(B)Z, 的 协 方 差 函 
数 y(k) 满 足 Y(k) 一 2 ipa ty 由 


和 NA _ 02) 
WL) 2 J PCDZ) |Z|<1l 
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确定 . 
WE YC(k) 一 El XXX | 一 可 人 Dz,,) ( > gz) | 


=0 2 信介 半天 ， 
将 y(2Z)=8(2) /olZ) 写 为 J(2Z)g(2Z) 一 0(2) ,比较 Zi 的 系数 ,得 
到 方程 组 
' — DP ps =0,0<IiSmax(p,qt+1), 
0<k< 


6 — 2 pfis = 0, 1 max(p,q+1), 
0 此 < 凌 - . 
其 中 人 一 1, 当 j>g 时 ,9 二 0; 当 jj 之 p 时 ,gq, 二 0. 玫 由 方程 组 解 得 
hh=l, hh 二 hg 9 二 gy,， 
p= + yoy, ty P10 Tp, +0 op +g * ”“"。 
例 8 设 有 均值 为 零 的 AR(1) 过 程 
X, 一 0.9X_ ;+2Z,, (Z,}~WN(0,0), 
求 俩 相关 (系数 ) 函 数 a(k). 
解 au 一 Corr(X; ,XI ) 一 Corr(0. 9X) 二 +Z,, X))=0.9, 
而 Ps, ,x .x Kirti = 0. 9X,, 
目 (Xi ,Xs,,… ,XX) 与 (XXX2) 的 协 方差 矩阵 相同 , 故 
P5ox x x) Xi =0. 9X, 
所 以 , 当 & 之 2 时 ,有 
alk)—Corr(Xir1—0.9X,;, Xi—0.9X,)=0, 
其 中 Corr(。,。) 表 示 求 两 个 量 的 相关 (系数 ) 肾 数 . 
例 9 设 有 AR(2) 模 型 
X, 十 0. 5X, ,~—0. 4X, ,=Z,, 
求 偏 相 关 ( 系 数 ) 函数 . 


解 ” 由 例 4 已 知 
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DC0) 一 1， plD)D=op /lp,), pG) 王 PR 一 1) 十 Po(R 一 2)， 


因为 9, 一 一 0. 9， 09, 一 0. 4， 
故 P 一 六 1) 一 一 0.833， 
pp 一 (po(2) 一 p(1)0 DC1 一 (1)p) 一 0.4， 
Op, 一 0 ,上 之 2， 


例 10 设 有 MA(1) 过 程 
X,=2Z,+0Z, 1 ’ 10| <~ |]， {(Z,} 一 WN (0,o ), 求 偏 相关 系数 
a(1) ,a(2). 


_70)_ 0 9 
和 yO) +0)e 1+0° 


| 0 
因为 Px,} ts = (Ts )X,= = Psx, 从 1， 


故 at2) 一 Corr(X: 一 一 全 X， ,从 1 一 一 一 X， ) -一 一 人 
1 十 1 1 十 0 1 十 0 二 0 
例 11 设 有 ARMAKC1,1) 模 型 
,一 个. 5X 1 一 2 一 0. 3L 1， 
求 偏 相关 (系数 ) 函数. 
艇 ”由 例 5 知 , 手 关 函 数 为 
(Cp, 0)(1—90) 
1 十 0: 一 20 6， 
其 中 wp, 一 0. 5,0 二 0.3, 代 入 即 得 
p(k)=0.215X (0.5)”  ，k 之 1. 
故 9 一 CC 一 0. 15， 
2 一 4o 一 900) 人 1 一 pn 一 0. 113， 
一 0 一 op 一 0. 191. 
继续 下 去 可 得 9 一 0. 19,9,,=0.111,.. 
例 12 求 MA(1) 过 程 的 偏 相关 (系数 ) 函 数 ps ,k 之 1. 
解 ” 由 MA(g) 过 程 的 协 方差 函数 公式 和 相关 (系数 ) 函数 公 
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pk) = ,上 之 1， 


式 ( 见 主要 内 容 1) 得 
7(0)=(1+0 0 ,7y(1)=00:,， y(k)=0, 有 之 2 ， 


_ 0 
由 平稳 序列 的 最 小 方差 线性 预报 得 到 公式 
0(0) o(1) 22) 1 pln—1)1 ip, PC] ) 
o(1) 20) el) … oln—2)| 1pP， 0(2) 
pln—1) p(n—2) pln—3) … pC0) » 0 
利用 公式 ,有 方程 组 
l o(1) 4 ptl1) 
OCT) 1 (UL) Pi2 0 
CC) ] 。 ， 一 》 
oGd)| | 
oO(]) 1 Pu 0 
其 中 2(1)= 7 ,方程 组 等 价 于 
1+6 0 P， 6 
0 1+68 0 Pi 0 
0 1+8H 一 
> 2 
0 1 十 8 | | 9, 0 


经 过 一 系列 的 求解 过 程 ( 包 括 行列 式 展开 ， 解 特征 方程 、 
程 ) ,最 后 解 得 本 


二 p(1) 二 Er 


__(1—0°)(—1)*tigt* 
pi 1—A“**D) 9 -之 < 
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第 三 六 平稳 时 间 序 列 的 模型 拟 合 


主要 内 容 


一 、 模 型 识别 
1. 邦 (X1，X;，…，X,} 是 平稳 时 间 序 列 {X,}) 的 一 个 样本 函 
数 , 则 定义 样本 协 方差 函数 为 
7 (k) 一 一 > XX, k= 0,1,..,， 7 一 下. 


定义 样本 相关 (系数 ) 肖 数 为 
oO (Rk)=7 Ck) /FO0), k=0,1,.… ,nl. 

六 CR 和 PR 分别 是 平稳 时 间 序 列 {X,，t 王 0, 士 1,…) 的 协 方差 函 
数 和 相关 (系数 ) 函数 的 估计 量 . 

在 实际 问题 中 ,一 般 取 n 汪 50, 且 估计 误差 随 上 增 大 , 故 一 般 
取 &N/10~N/4. 

2. 梓 本 俩 相关 (系数 ?函数 的 递 推 公式 是 

p11 一 和 (1)， 


上 上 大 
Briin = (PHD 一 2OKTI 一 D86) (1— 20095) 
PH 一 0 一 人 人 1 1 EFI ， J 一 1,2,*** ,Rk. 
递 推 顺序 是 :Pi ;go pa ;333 93 9 990; Po 
3. 设 {X,) 是 平稳 正 态 MA(g) 过 程 , 则 
(1) p(k) 是 pC%) 的 渐 近 无 偏 估 计 和 相 容 估计 , 即 当 n>co 时 ， 
Flo (k) ->p(k), Ok) >o Ck). 


(2) 当 上 之 g 时 Wn[P CR) 一 pl&)] 渐 近 于 NC0, 1 十 2》 6G)). 
一] 
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4， 设 和,} 是 平稳 正 态 AR(p) 过 程 , 则 

(1) 9 是 Pu 的 渐 近 无 偏 估 计 和 相 容 估计 , 即 当 ”>ce 时 ， 
Ep J>9p ,9 Wp 

(2) 当 >p 时 ,Yn(PB 一 9,,) 渐 近 于 NC0,1). 





二 .模型 的 参数 估计 
1. AR(z) 模 型 的 参数 的 尤 拉 - 沃 尔 克 估计 
设 确定 {X,) 的 模型 是 
X, 一 疙 Xi 一 … 一 PX 一 DZ 一 WN(C0,o2)， 
则 9g 二 (91 5 2，…2 ) 与 of 的 尤 拉 - 沃 尔 克 估计 是 
1 DU) HB 全 GO 一 1 一 
分 (]) | HO) 人 (2 Ie 
=| 2 4) 1 : 
: 20) SC 
0 (CD 一 1) pp—2) 1 700) 1 


p p 
dz 一 分 (0) 一 D070) = 7 (1 之 外 
2. MA(g) 模 型 的 参数 估计 
设 (X,} 的 模型 是 
X 一 QZ 十 02 十 … 十 7 ， {2Z,}~WN(0,0)， 
2 二 了 6/ (1 十 0 十 … 十 0?)， 
0 一 一 分 (1)7/G3 十 90 十 … 十 人 0 ， 
则 0 一 一 分 (2)7192 十 90 十 … 十 9 0 ， 
0 一 一 分 (Cg 一 1)7133 十 09， 
0 一 一 分 (9)71G3. 
3. ARMA(z ,9) 模 型 的 参数 估计 
设 {X,) 的 模型 是 
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Xp XT pA Lg 
则 (1) 先 按 AR 部 分 参数 估计 值 px; 
(2) 令 访 一 及， 9 
分 , (Y) = DP (人 =— 1); 


(3) 把 (Y;} 看 做 MACq) 序 列 , 估 计 信 5,9, ，… ,6 
三 .模型 拟 合 优 度 检验 
设 {2Z,) 为 ARMA(p,g) 模 型 , 即 
Z,=X,—p XI — 9X, OZ 0Z,,, 

代入 参数 估计 值 {2;} 和 {0;} 及 观测 值 , 当 :<0 时 ,X= 二 0,2,==0. 
i 7 2 

检验 日, : {2,，z 二 1,2,…,n}) 是 白 曲 声 序列 . 

(1) 利用 2 ;Z2，""… ,ZZ 计算 的 协 方差 函数 和 相关 (系数 ) 函数 
的 估计 值 为 


mk 
Pzk) = LD ZZ Palk) = Fz(8) /F260). 
i=1 


(2) 作 QQ= no [oz kT ,其 中 M 取 n/10 左右 . 


(3) 在 显著 性 水 平 下 检验 假设 HH,:Q 服 从 自由 度 为 M 的 X 分 
布 . 即 ,从 X 分 布 表 查 出 满足 PX 二 %4WD) 二 1 一 a 的 值 XY a(MD. 

当 Q 之 Xs (MD 时 ,拒绝 昌 ,, 认 为 模型 不 适合 . 

当 Q<Xs (MD 时 ,接受 Ho ,认为 模型 适合 . 


疑难 解析 


什么 是 平稳 时 间 序 列 的 模型 拟 合 ? 它 有 哪些 步骤 ? 
答 平稳 时 间 序 列 的 模型 拟 合 是 指 对 于 平稳 时 间 序 列 
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(X ,iz 二 0, 士 1,…} ,根据 观测 得 到 的 数据 ,寻找 一 个 与 之 适合 的 
数学 模型 ,使 之 能 利用 模型 作为 真实 序列 的 近似 描述 ,以 实现 预测 
与 控制 的 自 的 . 

ARMA(p,g) 模 型 拟 合 的 主要 内 容 是 :第 一 ,模型 识别 ,确定 
模型 的 类 别 及 估计 阶 数 p,q; 第 二 ,估计 参数 gp 一 (9 ,9,，… ,9,)”， 
6 一 (0 00) 及 于 , 即 模型 参数 估计 . 

ARMA(p,a) 模 型 拟 合 的 基本 步 又 如下: 

(1) 模型 识别 . 由 平稳 时 间 序 列 的 一 个 样本 鸳 数 计算 样本 相 
关 ( 系 数 ) 函数 和 样本 偏 相关 (系数 ) 函数 ,并 由 它们 的 截 尾 性 和 拖 
昆 性 进行 模型 类 别 的 判断 和 阶 的 初 估计 . 

(2) 模型 的 参数 估计 . 

(3) 模型 的 拟 合 优 度 检验 . 即 用 数理 统计 方法 (一 般 用 X 检验 
法 ) 检 验 模型 是 否 合适 . 

因此 ,平稳 时 间 序 列 的 ARMA(p,q) 模 型 拟 合 的 工作 量 很 大 ， 
要 求 也 很 高 . 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


严格 地 按照 拟 合 步 又 进行 分 析 、 计 算 及 检验 . 得 到 一 个 合适 的 
模型 是 可 行 的 . 

例 1 求 拟 合 MA(1) 模 型 

X, 一 民 十 0Z 1, (Z,} ~ WN(0,0) 

的 参数 86 和 oa 的 估计 . 

解 ” 取 gq 二 1,0 二 90, 代入 公式 得 

7 (0) = (1 二 O07), 
{ped esp 
由 后 式 得 9 一 分 (1)77， ,再 代入 前 式 , 解 得 
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?=37 0) (1+ VITHBTD), 


0=7(1)/5s=2p (1D) (1+ Vi—4701)). 
其 中 “ 士 ” 导 的 选择 原则 是 , 取 使 10| 过 1 的 那 一 个 6 的 符号 . 而 
20 (1) 2p0(1) 
li+vV1—40 (1) lV1—4p (1) 


E 








， BD) 
1VI 一 47250)| 
所 以 6=200D70+VI 一 470T )， 


5 =7(0)/(1+ Vi—407(1)). 

例 2 由 一 平稳 时 间 抒 列 的 实测 数据 确定 拟 合 模型 为 
ARMA(1,1) 型 , 求 得 (0) 二 1.25, (1) 二 0.5, 分 (2) 一 0. 4. 估 
计 模 型 的 参数 . 

解 已 知 p==1, gq 二 1, 7 (1)==0.4, 7(2) 二 0. 32. 

将 数据 代入 计算 ,得 

P91=p (2)/0 (1) 一 0. 8. 
令 X ,=X ,一 0.8X_;,， 利 用 


p 


p 
yx (CR) = FR 十 > OPP Rm it 
i 一 1 j=1 


p p 
一 > 分 分 (R 一 让 一 
1 一 ] j= 
算得 yx (0) 二 (0) 十 pC0) 一 9. 了 (DD) 一 PDB,F(1) 
一 分 (0) (1 十 分 2) 一 2 分 分 (1) 
一 1.25X(1 十 0. 8 六 一 2X0.8X0.5 一 1. 25， 
yx 《〈1) 一 六 (1) 十 JIYC1) 一 9 全 (0) —9,7(2) 
=7 (DCT9)—p, (7 (0)+7 (2)) 
=0.5X(1 二 0.8) 一 0.8X(1,25 十 0. 4) 一 一 0. 5. 
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分 分 (十 力 ， 
l 


再 利用 上 例 结论 ,对 X', 的 MA(1) 模 型 计算 01. 由 
Px.)=7x (1)/7x (0)=—0.4, 
2Xx(—0. 2 


0 on 让 
_ 25| 二 vVT 一 4 文 0. 1 |=-1 
人 


故 ARMA(1,1) 模 型 为 
X,—0. 8X, 1=2Z,—0.52Z,1, (Z,} ~ WN(0,1). 

例 3 某 人 心跳 时 间 间 隔 X, 初 步 识别 为 ARMA(1,1) 模 型 ， 
已 知 p 二 1,g 二 1,6 (1) 二 0. 567,0(《2) 二 0.474, 了 二 76. 9. 估计 模型 
的 参数 . 

0. 474 


解 一 0 (2)/0 (1)= 六 67 一 0. 84. 


令 ws 84X，, ,利用 yx (#) 公 式 计算 ,得 
yx (0)=7(0)+PF0) 一 分 ,分 (1) 一 分 ,分 (1) 
=7 0)L(+9 ) ~—291p,1=0.7537 (0), 
Fx (=7D)+PP7 1 P71) p72) 
一 (1 十 全 ) 分 ;一 分 [分 (0) 十 分 (2)] 一 一 0. 271 人 (0). 
利用 例 1 结论 ,对 X“, 的 模型 MA(1) 计 算 90, ,由 
px (1)=7x (1)/9x (0) 一 一 0. 36， 
从 ,= 2X(—0.36) 
1+ V1i—4X (C0. 36) 


Ae 36)” -| 


故 X, 的 线性 模型 是 
X 一 0.84X_ 一 2 一 0.42Z_ 
若 代 入 X 一 Y 一 76.9 可 得 Y 的 线性 模型 
370 


一 
lh 


-rer 
| 


Y 一 0. 84Y, 1=12. 3 十 .一 0. 422, 1. 
例 4 某 河 流年 最 大 径流 量 Z, 作出 的 X, 识别 为 ARC(2) 模 型 . 
已 知人 2(1) 二 一 0. 23, 7 (2) 二 0.29, 了 二 8669. 估计 参数 PP, ,9 ;2. 
解 ” 依 据 AR(2) 参 数 估计 公式 ,得 
_PGD)LI 一 PC] ~0.23X(1—0.29) _ 


食 , 一 上 -人 一- 二 -一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 0.172， 
机 1 一 0 (1) 1 一 (一 0. 23)° 

~ D2)—0°(1) 0.29 一 (0. 23)- 

人 一 六 全 0253 


1—22(1) 1—(—0.23)’ 
所 以 , 关于 X, 的 线性 模型 为 
X ,十 0. 172X ;一 0. 253X,_,=2.,. 
将 X, 二 Y, 一 8669 代入 ,得 关于 YY, 的 线性 模型 为 
Y ,一 7966 一 0. 172Y_ ;十 0. 253Y,_, 十 Z. 
例 5 求 AR(1) 模 型 和 AR(2) 模 型 参数 估计 式 . 





解 由 
1 oD) DO … PCD 一 四) 
人 (TD) 1 TOD … 082) | 
=-| 3 Hd) 1 0 
: . 0 (1) 人 
Dp—1) Pp—2) 0 1 
和 和 3 = (0) — PBF), 
得 AR(1) 模 型 参数 
01=7(1), oz=70)[1—p (1)]. 
AR(2) 模 型 参数 


~ POD-pC2)] ~ Pp(2)—p (1) 
1 1) 
F2=F(O) [1D -HH(2)1 
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第 四 万 ”平稳 时 间 序 列 预报 


主要 内 容 


一 、 最 小 方差 线性 预报 

设 {X,} 是 均值 为 零 的 平稳 序列 , 且 是 正 态 的 . 令 芝 ,(1) 表 示 时 
间 上 及 之 前 的 全 部 观测 数据 ,寻找 如 下 形式 的 线性 函数 : 

X,(1D) 王 co0 克 ,十 cl]X_ 十 cr 有 十， 

使 得 {X,，X_ ,…} 对 未 来 :十 ! 时 刻 的 X,，(C0) 的 取 值 所 作 的 
预报 的 误差 均 方 值 忆 [X,,, 一 人 (2 了 为 最 小 值 , 则 称 此 XX,(7) 为 
X,+ 的 线性 最 小 方差 预报 . 

1. 对 于 均值 为 零 的 正 态 平稳 序列 ,其 平稳 线性 最 小 方差 预报 
&,(D 就 是 Xi, 在 给 定 (X,X;_1，…}) 时 的 条 件 均值 ,有 表示 式 

XD =ELX, ,|X 一 zy j=0,1,.] 
=ELXir|% =ELX, | hj, 


其 中 % 二 {X|X = Dex 是 实数 , 且 >)6 < oo), 
oh = {Z|Z= Dy dz d; 是 实数 ， Dd < o0). 
2. 最 小 方差 预报 具有 下 列 性 质 ， 
(1) E[ DX,, | 色 ] = DELX,, | 4]j; 


XU), 1>0, 
Xi {0; 
/一 0， 
/<0. 


(2) ELXir | j=ELX 1 1= 内 


0， 
(3) 天 1LZ 12% |=E[Z,, | |= | 
Lt 


372 


3. 者 均 人 为 零 的 ARMA(p,q) 序 列 (X,} 具 有 传递 形式 X, 一 
Dj GZ ? 其 中 (Cr 为 格林 上 滔 数 , 则 


X,(1) = >)Gm2 £2;» DEX — XD)] = Sc 


在 正 态 性 假定 下 ， Xi 对 于 给 定 {X，X 一 1 9 .的 条 件 分 布 是 
NCX CD ，D[L2CD]). 而 Xi 的 1 一 c 置信 区 间 为 
( 匡 ,( 人 一 Z (1 十 G2 十 … 十 GE 272G2 ， 
化 (十 Zs (1 十 Gi 十 … 十 G2 1 人 2)， 
X,(D)=X,,— XL). 
4. 知 (X,} 是 零 均 值 ARMA(p,qg) 序 列 , 则 有 预报 差分 方程 
KD=p, XI—l) t+, Xl—p), I>p, 
特别 地 , 当 {X,) 是 MA(g) 序 列 时 ,有 
X,(1) =0, I>a. 
即 对 于 MA(q) 序 列 ,超过 gq 步 的 预报 值 为 零 . 
5. 若 {X,}) 是 均值 为 零 ARMA(p,q) 序 列 , 则 有 预报 递 推 公式 
Xi (COD 一 X t+G LX, OO—X,(1)1. 
6. 德 宣 - 莱 维 塞 算 法 . 
设 {X,, t 二 0, 土 1,…}) 是 均值 为 零 、 协 方差 函数 为 7(0) 的 平稳 
序列 . 车 Y(0) 守 0 且 当 hh->co 时 ,yY(4) 一 0, 则 对 由 
XI 一 P 1X 十 十 P XX1， 71- 之] 
和 v=E[L(X,n1— X11) ,nl1, w=7y(0) 
定义 的 9,; 和 v,， nn 之 1， 7] 二 1,2,…,n, 有 下 列 递 推 公 式 : 
pu —=761)/7(0), w=7(0), 


了 一 ] 
pp,, 一 [y(n) > Pe 1 ; y(n —)) jvn. 
j=} 
Pp, 1 ,1 l Pl nl] 
: : nn : 》 
1 ,1 1 nl P11 
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v, =v 11, ). 
7. 新 息 递 推 预报 . 
设 {X,, t= 二 0, 土 1,…}) 是 均值 为 零 、 协 方差 隧 数 为 y(,7) 一 瑟 
[X;X;] 的 随机 序列 ,如 果 对 一 切 n 这 1, 协 方差 阵 Ly(i,7) -1 是 非 
奇异 的 , 则 一 步 预报 X,,, ,n 之 0 预报 误差 V, ,n 之 1 可 用 下 列 递 推 


公式 : 


9， 7 一 已 ， 
入 1 一 一 ~ 
> 0。 (Xp 入 Li 9 7 之 ] ， 
7 一 1 
Uo 一 y(1,1), 
| 
Gs = LY nt 1 k+l) om 2,0 0 0;] 
7 一 1 
kk 二 0,1],"… ,nO— 1]， 
77—1] 
VU, 一 y(n 十 ] ,nn 十 1) ~ 2 00). 


J 一 工 


递 推 顺序 是 :mw ;1 .| ; 0,» ,0 » Co ; 0,3 , 0, 9 


二 、 各 种 模型 的 预报 方法 
1. AR(p) 序 列 的 预报 . 
AR(p) 序 列 的 预报 递 推 公 式 为 
人 /过 0， 
全 (0 一 X /一 0， 


其 中 p，; 一 1,2,…, 力 是 由 样本 序列 确定 的 估计 值 . 由 上 式 得 
X= Xp Xt Tp Xi pt, 
XC2) =p Kp, Xt tp Xp 
Kp)=p Rp—1)+p, Xp—2) + Tg, ,Xl1) + Xi 
XD = KD) + +g, XI—p) ,>p. 
而 确定 AR(p) 序 列 Xi 的 1 一 a 置信 区 间 所 需 格 林 函 数 递 推 公式 
为 
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G=p, CG —g tp,, Cs =gi+29, ps tps, 
Gs G+3919,+29,9, 二 gq 十 Po 
2. MA(g) 序 列 的 预报 . 
其 逆 函 数 预报 公式 为 


~ 2 TI? Xn 1 [9， 
XX, (0) -一 /一 ] 
0 / > 9. 
7 ， / 一 1， 
而 I -| El z 
| Li 2 TI, l < 委 9， 
i 二 1 


其 中 卫 为 逆 函 数 , 有 1(B) = 1 一 》,1Bi = 0 (B)p(B). 
j=1 


预报 向 量 递 推 法 的 预报 矩阵 为 

X00) 0 1 X, (1) 0 
,02) QB 0 1 X, (2) 2 

: 一 | : 0 : 一 | : | 和 Xeh1， 
Knlg—l)| |e, ,1| RD) le, 
Xm 0, 0 | 多 (Q) 0, 
递 推 初 值 可 定 为 X, (1) 一 X (2) 一 … 一 X (q) 二 0. 
3. ARMA(p,q) 序 列 的 预报 . 
其 逆 函 数 预 报 公 式 为 


KD=p RL—D+ tp Xp +2 0D 一 A20C 一 ]1) 
十 … 一 02 (7 一 g). 
当 />>g 时 ,入 (0 和 0, 预 报 公式 同 主要 内 容 一 第 4 点 中 的 差分 方 
程 ;此 时 公 (六 王公 (一 1 一 … 一 人 2 (1 一 p) 二 0. 
当 1 声 / 过 gq 时 , 按 上 式 即 可 求 出 各 步 预报 公式 , 式 中 2 (1)， 
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(一 1),…,Zi(! 一 q) 按 MA(q) 序 列 预 报 方法 求 . 
ARMA(p,q) 序 列 的 预报 向 量 递 推 公 式 为 


一 Cr 1 
XX 一 : ~ XI 
Gi ] 
GToppr 7 gp oO 
G, 0 
0 
Cr . 
十 | : |Xer 十 0 
(zx 2) Pi 入 Er-H 
SA 
式 中 9 -一 (XX, (1) ,YX,,) (2) ,KX,, (gq)). 
p 
当 刀 和 9 时 ， D9 Xuan 一 0， 
j=gti 
初 值 可 年 为 X, (1) = (2) 一 一 从 (o) 一 0. 
， 1<J<p， 
而 人 -9 . | 
0， 7 办 . 
疑难 解析 


什么 是 预报 ? 平稳 序列 的 预报 方法 有 了 哪 几 种 ? 
答 所 谓 预 报 , 就 是 在 已 知 一 个 时 间 序 列 现在 与 过 去 的 数值 
的 条 件 下 ,对 未 来 的 数值 所 作 的 估计 . 如 ,已 知 时 间 序 列 
"Xi DC 从 ， ， 有 >， 
各 已 经 观测 到 Xi ,XXX 的 数值 ,要 估计 Xi 的 值 , 称 为 在 时 
刻 & 作 ;7 步 预报 . 而 XX, ,的 估计 值 记 为 人 ,或 多 , (2) , 称 为 ! 步 预 
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报 值 . 

如 同 概率 统计 中 一 样 ,我 们 以 方差 最 小 的 估计 为 最 好 ,所 以 采 
用 最 小 方差 估计 法 . 

平稳 序列 的 预报 方法 一 般 有 两 种 ,一 是 直接 预报 法 , 另 一 是 递 
推 法 . 不 同 模型 的 具体 实施 方法 有 所 不 同 . 直接 预报 是 利用 逆 函 数 
直接 预报 的 ,一 般 来 说 ,运算 量 较 大 . 递 推 法 按 递 推 预报 公式 进行 ， 


方法 、 技 马 与 典型 例题 分 析 


正确 地 利用 已 知 数据 ,公式 对 所 给 模型 进行 预报 分 为 两 个 问 
题 :一 是 求 预报 公式 ,二 是 计算 预报 值 及 求 出 置信 区 间 . 解决 问题 
没有 特别 的 技巧 ,只 有 按照 类 型 使 用 公式 进行 就 可 以 了 . 唯一 要 注 
意 的 是 保证 数据 的 准确 性 . 

例 1 设 有 平稳 过 程 {X, 二 Acoswt 十 Bsinwt, :ET}), 其 中 A， 
B 是 均值 为 零 、 方 差 为 of 的 不 相关 随机 变量 ,wE (0,x) 是 常量 . 如 
果 已 观测 到 X， 和 X, , 求 X:. 

解 ”因为 此 平稳 过 程 的 协 方差 函数 为 y(P) 三 c coswh, 所 以 ， 
7(0) 二 gf ,yy(1) 二 go cosw,;Y(2) 二 gcos2w, 则 由 卫 9 ,一 7 (其 中 
,二 LY(i 一 站 33;-1),， 有 

D9 =7(1), Tg9,~=Y,,， 


故 9 一 (G cosw)/o’ =cosw, 
2 2 2 
go I Cosw |[ o cosw 2Z2cos w 
| | 
人 2 gy COSw o” 六 cos2w 一 ] 
所 以 X ,一 (2cosw)X, 一 X 


例 2 用 德 宾 - 莱 维 塞 算法 对 MA(1) 过 程 
X=Z.—0.9Z,1, \Z.}~ WN(O, 1) 
进行 预报 . 
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解 v= 二 1. 810; 

9 =~—0.4972, v=1. 362; 

Pp» — 0.3285, 9,,—=—0.6605, v,=1.215; 
ps——0.2433, ,=—0.4892, 9, =—0.7407, w=1.144; 
9p, 一 一 0. 1914，p ,一 一 0.3850，p ,一 一 0. 582 8， 

P, 一 一 0.7870，W 一 1. 102; 


例 3 对 ARMA(1,1) 过 程 
X, 一 PXI 一 2 十 0Z 1, {Z,}~WN(0,0) 
求 新 息 递 推 预报 式 . 
解 Xi 二 gpX, 十 6a(X, 一 X,), n 之 1. 为 计算 bg , 先 求 
yx C0) RR yx (1). 
og (1 二 209 十 0°) 
l—o l 
(1 十 2b0p 十 0 )/(1~¢y ), i=j=1. 
1 十 0 ， i 一 j 守 2， 
0， i 一 站 ==1,i 社 1， 
0， 其 它 . 
又 由 主要 内 容 一 第 7 点 ,有 
7 一 (1 十 20p 十 9 /GT 一 必 )， 
0 一 0 7 -1， 
y,=1 二 0 —0°/y,,， 
然后 依 题 给 等 式 求 得 ARMA(1,1) 过 程 的 递 推 预报 . 
注意 W,=o™ X,, t 一 1 ,2 ,mm; W,=0o "ow(B)X,, it~>m. 
例 4 求 AR(1) 序 列 的 预报 式 . 
解 ” AR(1) 模 型 为 X, 一 gp, X, 1 二 ZZ,. 
由 ARCp) 序 列 的 预报 递 推 公式 ( 见 主要 内 容 二 第 1 点 ) 有 
XD)=p, Xl—1) (>0), 


yx(C0O) 一 


yw (1,1) 一 
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代入 初始 值 发 , (0) 一 X, ,得 
X (一 pp Xs 人 (2) 一 p 2 CD) 一 中 Xe 
KD=p KX, (1 一 1) 一 … 一 以 X 
例 $ 设 有 AR(27 模 型 X 一 1.2X_ 一 0.55X ,十 Z，X 一 
7. 61,X,_1 二 6.02, 0z 二 0. 08 . 求 模型 的 前 三 步 预报 值 及 Xi; 的 
0. 95 置信 区 间 . 
解 由 主要 内 容 二 第 1 点 中 公式 得 
X,(1)=1.2X,—0. 55X, ,=5. 821, 
X,(2)=1. 2X,(1)—0. 55X, 一 2.7995， 
XY,(3)=1. 2X,(2)—0. 55%,(1)=0. 1579. 
因为 1 一 a 二 0. 95,a 一 0. 05 , 查 表 得 Z, ws 二 1. 96, 故 由 
X,(3) 干 Zs (1+G?+G Py 
一 0. 158 于 1. 96(1 十 (1. 2)* 十 (0. 89) 7) 。0.08， 
得 Xi 的 0. 95 置信 区 间 是 (0. 124,0. 440)。 
例 6 某 水 文 站 记录 的 年 最 大 径流 量 的 模型 方程 是 
X, 一 7966 一 0. 172X _ ;十 0. 253X,_, 十 ZZ,. 
已 知 Xios 王 10 000，Xio 一 9300, 试 对 2000,2001,2002 年 三 年 
的 年 最 大 径流 量 作 出 预报 . 
解 ” 由 预报 公式 %X,,, 二 7966 一 0. 172%,, ,十 0. 253 仿 ，， 计 
算 ,得 
%, =7966—0. 172X9300 十 0. 253X10000 一 8 896， 
Xi 一 7966 一 0.172X8896 十 0.253X9300 一 8789， 
X ,一 7966 一 0.172X8789 十 0.253X8896 一 8705. 
例 7 写 出 MA(C1) 序 列 的 预报 公式 . 
解 MA(1) 过 程 为 X, 二 2Z, 一 0.2Z, 1. 
因为 g=1, 故 /之 1 时 ,XY, (1) ==0, 所 以 
X,(1)=0X, (1)—0X,. 
由 于 阶 数 较 低 ,也 可 用 道 函 数 方法 求 . 
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由 公式 ( 见 主 要 内 容 二 第 2 点 ) ,有 1 一 厂 ( 袜 1. 又 由 


BimB -110B to + 1 SLB’, 
1—0B 7 一 上 
得 1 一 一 1 ， 7 之 1， 
代入 公式 得 预报 公式 


Xe) 一 > 01) Xr; 一 > — 0 Xi 
例 8 设 MA(2) 模 型 为 X,=2, _o. 52 ,1 十 0. 062,-, , 求 预报 
公式 . 
解法 1 直接 将 数据 代入 得 模型 的 预报 向 量 递 推 公式 ,得 


= ! | x 
Ro) lg ol lel 
0.5 1 rg) 0.5 
一 和 Ntl: 
—0.06 0 LAC2) 一 0. 06 


解法 2 用 逆 函 数 法 求 预报 公式 . 因为 
X .一 (1 一 0. 5 有 十 0.06B2 )2 ， 
， pl 1 
所 以 ! 27LTB 0(B) 1 一 0.5B 十 0.068B: 
3 _ 2 
1 一 0.3B 1 一 0. 2 


= = 30 3 Bi’ -2>) (0. 2)Bi 


一 > [3C0, 3)7 — 2(0. 2)71]B’, 
比较 等 式 两 边 系数 ,得 
1,=2(0. 2) 一 3(0. 3)’， 1 
所 以 1V=1,=2(0. 27 一 3(00. 37 
I? 一 了 十 五 IT 
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一 2(0. 2) 半 1 一 3(0. 3) 六 1 
十 [2(0. 2) 一 3(0. 3) ][2(0. 2)’ 一 3(0. 3)7 
一 2(0. 3) 二 1 一 3(0. 2) 半 1 


是 


代入 KD) > > TOX ,lSlSq, 


了 一 | 


大 
得 XC1) a 2) L260, 2)’ 一 3(0.3) 让 Xe 


j=1 
Es 
RC2) 2 > [L260.3)7! — 3(0,.2)7 Xn . 


j=!1 

例 9 广东 某 水 文 站 根据 1950 年 到 2003 年 各 年 最 大 径流 量 
的 数据 ,确定 MA(2) 模 型 

X 一 31563 十 QZ 一 0.01Z_ ,十 0.204Z _，， 

试 预报 2004,2005,2006 年 最 大 径流 量 . 

解 ” 将 已 知 数据 ux 二 31 563,60, 二 0.01,0, 二 一 0.204 代入 预报 
公式 ,有 

X=31563—0.012,,, ,+0. 2042,,,,. 

根据 已 知 1984 年 的 数据 可 以 算得 人 Zs00s = 一 18 180, 2 一 
一 3277. 代入 上 式 , 得 

X04 =31563—0.01(—3277) 十 0. 204( 一 18180) 一 27887， 

YX, .一 31563 十 0. 204( 一 3277) 一 30895 (2 =0),， 

Xi 一 31563 (FZ,0 一 0,2 =0). 

例 10 设 有 ARMA(1,1) 模 型 

X 十 0.3X_ 一 26.7 十 Z 一 0.22Z，，， 

且 已 测 得 x+ 到 Xio , 求 预报 值 Xjoo (2), /二 1 ,2,3. 

解 ” 由 已 知 数据 与 公式 ( 见 主要 内 容 二 第 3 点 ) ,算得 Zo = 
1.3( 因 为 g 王 1, 只 要 算 一 个 日 色 品 声 估计 值 ). 又 Xio 一 25. 1. 

由 模型 方程 得 X ,二 26.7 一 0. 3X,,,_; 十 Zi 一 0.22,4,_1; 两 
边 取 估计 值 ,得 

X,,,=26.7—0. 3X,,, ,~—0. 227,,,, 
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故 多 (1) 一 允 ,一 26.7 一 0.3X —0. 2 人 2 
一 26.7 一 0.3X25.1 一 0.2X1.3 一 18. 9， 
Xi (2) 一 2 一 26.7 一 0. 3X CO—0. 2210, 
一 26. 7 一 0.3X18.9 一 21.0 (2 =0), 
X (3) 一 入， 一 26.7 一 0.3X 一 0.22 ， 
一 26.7 一 0.3X21 一 20.4 (2,,,=0). 
例 11 设 有 ARMA(1,2) 模 型 
X 一 0.4X_ ;一 Z 一 0.5Z_ ,十 0.06Z ，， 
求 预报 公式 . 
解法 1 用 递 推 预报 公式 求 . 因为 
¢(B)=1—0.4B, 0(B) 一 1 一 0.5B 十 0.06B ， 


加 _ 1 一 0. 5B 十 0. 06B” 
故 G(B)=p (B)0(B)=— TB 


SC(1—0.5B+0.06B’)(0. 4B)’ = >)G.B'. 


1=0 i=0 
比较 系数 ,得 Cl 一 一 0， 1 ,Cr 一 0. D0， 又 P， 一 和 一 0， Pe- —@ ? 对 
1< 和 2, 有 


X (1) 一 1 X,(1) G, 
一 十 N41 
从 1 (2 ) 一 (r， | AX,(2) Cr 
一 一 十 入 1。 
一 0.56 0.4| La(2) 0. 56 


当 />2 时 ， Xi,(D)=9 XU (一 1) 一 0.42X (2). 
解法 2 用 逆 函 数 直 接 预 报 . 
当 1>g= 二 2 时 ,预报 公式 与 解法 1 相同 . 
当 1] 委 / 委 2 时 ,有 


-一 一 ] 一 一 一 一 > 1 一 1 一 0.4B 
ICB) 一 bm(B)o(B) = 1 2 1 —0.58+0.06B 
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一 (1 一 0.4B) > [3(0. 3)’ 一 2(00.2) 门 B; 
j=0 


| 


= 1 十 》,[2C0.2)’ 一 (0. 3)71B7. 


二 


j=1 
比较 系数 ,得 1 二 (0. 3)’ 一 2(0.2);’, 于 是 
1" =1,=(0. 3)’—2(0. 2)7, 
”一 了 十 五 和 
一 (0.3) 一 2(0. 2)7 
十 10. 3 一 2C0. 2) ][ C0. 3)’ 一 2C0. 2) 
一 (0. 2)[(0. 3)’—(0. 2)’1, 
所 以 ,预报 公式 为 
X,(1) = 5 [C0. 3)’ — 2(0. 2) IlX,1;， 


j 一 1 


X,(2) 一 2 (0. 2 [C0. 3)7 — 2C0. 2)7 X01 . 


| 


1 三 1 


第 五 他 ” 非 平稳 时 间 序 列 及 其 预报 


主要 内 容 


一 .ARIMA 过 程 

1 ARIMA(p,qd,g) 过 程 

设 d 是 非 负 整数 ,如 果 ({Y, 二 (1 一 B)*X,}) 是 ARMA(p,g) 过 
程 , 则 称 {X, ?为 ARIMA(p,d,g) 过 程 ,d 称 为 求 和 阶 数 . 

这 时 ,(X,? 满 足 差 分 方程 

o”" (B)X,=@(B)(1—B)’X,=0(B)Z,, {2Z,} ~ WN(0,0), 
其 中 oo (B) 一 p(B)(1 一 B)* ,pk2Z) 和 人 KZ) 分 别 为 p 阶 自 回 妇 多 项 
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式 和 9g 阶 滑动 平均 多 项 式 . 多 项 式 pP”(2) 在 Z=1 有 4 重 零点 .过 

程 {X,} 是 平稳 的 充 要 条 件 是 4d 王 0, 此 时 即 为 ARMAC(p,g) 过 程 . 
通常 记 V 二 1 一 B, 并 称 之 为 差分 算 子 . 差分 方程 记 为 

AB)YV“X, 二 0(B)Z. 下 面 给 出 用 初 值 X;, X,，X。 和 平稳 

ARMA(p,g) 订 列 {Y,}) 表 示 ARIMA(p,d,g) 序 列 的 常用 表达 式 

(X, 二 at 十 b 十 Y,,{Y,) 是 平稳 序列 ). 

当 d 二 1 时 ,有 


1 el 
X, = Xt+ Kn —X) = Xi + VX 
j=1 j=1 
a | kk 
= Xt oY = X 十 2 /Yn; 
1= 1=1 
| 产 1 
X =X VIX, VX = VX > VIX,,y. 
j=1 ;一 1 
i 产 -1! 
得 X 一 X 十 (YX 十》 V2Xs) 
7 一 i 二 1 


=Xi+ 2) VT Xst DY 


d—1 td 
XX, 一 DC an VX 十 2 Con Yar 
1 二 站 一 | 
d—! i 
一 Dj Ci pe V Ai 十 > CH aa Ya, ,tk 之 d. 
1 二 必 j=1 
2，ARIMA(p,d,q) 序 列 的 预报 方法 


dl ! 
A 一 Dy Ci VvV'X, 十 人 >》 CoaY .C7). 
i==0 7 一 1 


{ 


当 4 一 1 时 ,有 (CD) = X 二 2?,0); 
7 一 1 
当 d 二 2 时 ,有 
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Xi (CD 一 X 十 [CO — Xi) + 2 QQ 二 1—)Y,O). 
二 、SRIMA 过 程 (季节 性 模型 ) 
设 X, 二 mm, 十 s, 十 YY,， 
其 中 mm, 是 趋势 项 ,s, 是 季节 项 , Y, 是 随机 了 噪声 . 
由 于 周期 为 ;, 用 差分 算 子 V ,二 (1 一 B’) 作 季节 差分 ,消除 季 
节 性 影响 . 再 作 d 阶 差分 消除 趋势 影响 ,从 而 得 到 平稳 序列 . 故 一 
般 季节 性 模型 为 
o(B)V“ YX 一 0CB)Z 
又 设 4 和 DD 是 非 负 整 数 ,如 果 差 分 过 后 过 程 
Y,=(1—B)*(1—BS)? 
是 ARMA 过 程 
p(B)BCB')Y, =0(B)O(B )Z,, {2Z,} ~ WN(0,0), 
则 称 {X,} 是 周期 为 ; 的 季节 ARIMA(p,d,q)X(P,D,Q), 过 程 . 
其 中 
POTg Lp Ls (0) 王 1 一 和 2 一 … 一 有 2 民 ， 
0(2) 一 1 十 2Z 十 … 十 922，9(C2) 王 1 十 9Z 十 … 十 9.2Z9. 
在 实际 应 用 中 ,DD 很 少 大 于 1,P,Q 一 般 小 于 3. 


疑难 解析 


非 平 稳 时 间 序 列 及 其 预报 有 什么 意义 ? 

答 ”实际 问题 中 遇 到 的 时 间 序 列 有 许多 不 是 平稳 时 间 , 有 
些 具 有 趋势 性 变化 ,有 些 具有 季节 性 周期 变化 ,对 于 这 些 时 间 序 
列 ,我 们 要 作 季 节 性 差分 V, 消除 季节 性 影响 , 作 趋 势 性 差分 V“ 
消除 趋 努 性 影响 ,从 而 化 为 平稳 时 间 序 列 来 预报 . 但 非 平 稳 时 间 
序列 及 其 预报 的 过 程 与 运算 比较 复杂 ,请 读者 阅读 有 关 专 著 , 以 
求 了 解 . 
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方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 如 果 当 gE (一 1,1) 时 有 
(1 一 pPB)(1 一 B)X 一 DZ， {2Z,} ~ WN(0,0’), 
写 出 X, 的 表达 式 . 
解 ” 由 题 设 知 {X,} 是 ARIMA(1,1,0) 过 程 


X, = Xo 二 2》,Y;, 1 之 1， 
j 一 1 


其 中 Y, 一 (1 一 B)X, 一 >，oiZ， 
例 2 设 有 非 平稳 模型 
(1—B)X,=(1—0.B)Z,, 
写 出 其 预报 式 . 
解 {X,} 是 p==0,d 二 1,g 二 1 的 非 平稳 序列 . 令 
Y,=(1~—B)X,=X,—X, = YX,, 
则 {Y,} 是 MA(1) 序 列 .已 知 MA(1L) 的 预报 公式 是 


DO 


Y ,C1) 一 2 — OY 


X, (1) 一 A 和 A 01Y 一 人 一 D0 VX 
j=1 


j=1 


中 
~ 从， TT 0 (Xi 入 ji)。 
7 一 ] 
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附录 补充 知识 


我 们 在 这 里 补充 一 些 一 般 概 率 论 与 数理 统计 教材 中 没有 提 到 而 在 随机 
过 程 课程 中 可 能 用 到 的 概率 论 知识 ,同时 介绍 关于 常 系数 线性 差分 方程 求解 
的 知识 . 

一 .有关 概 率 论 的 补充 知识 

1. o- 代数 与 概率 空间 

go- 代数 定义 ” 设 乡 为 革 一 空间 0 的 子 集 所 构成 的 集 类 ,满足 

(1)QAES, 

(2) 若 AEF 则 ZE 

(3) 若 A En 二 1,2,…, 则 U A, CF 
那么 , 集 类 和 称 为 o- 域 或 波 雷 尔 (Borel) 域 , 也 称 为 c- 代数 . 

5- 代数 具有 以 下 性 质 ， 

(1) 空 集 好 E 9 

(2) 若 A,E€ Fn 二 1,2,…, 则 站 AsE 攻 


上 
(3) 才 A, EZ n=12. 则 UA E99, 0A, ES 
《4) 和 若 A, 全 了 3, n= 二 1,2,.…， 则 limA, € FlimA, E 汞 


记 R 为 一 维 欧 几 里 德 空 间 , 则 一 切 形 如 La,b) 的 有 界 半 开 区 间 构 成 的 集 
类 所 产生 的 ec - 代数 称 为 一 维 波 雷 尔 c - 代数 , 记 为 锣 . 钨 中 包括 一 切 开 区 
间 . 闭 区 间 .单个 实数 .可 列 个 实数 以 及 由 它们 经 过 可 列 次 并 .可 列 次 交 运 算 

所 得 到 的 集 . 

/ 记 R' 为 ” 维 欧 几 里 德 空间 , 则 一 切 ”维和 矩形 构成 的 集 类 所 产生 的 5 - 代 
数 称 为 n 维 波 雷 尔 o- 代数 , 记 为 多 . 

设 QQ 为 样本 空间 ,9 是 由 样本 空间 介 的 一 些 子 集 构成 的 一 个 o- 代数 , 则 
称 乡 是 事件 域 ,9 中 的 元 素 称 为 事件 ,9 称 为 必然 事件 ,好 称 为 不 可 能 事件 . 

概率 的 公理 化 定义 设 42,， 男 是 可 测 空 间 ,P(.) 是 定义 在 乡 上 的 实 值 
晒 数 ,如 果 

(1) 对 任意 A EE 5 有 0 夺 P(A) 志 1， 

(2) PCO) = 1， 
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(3) 符 4E9G1 一 1,2 有 且 4A = 二 名, i 关 j， 


则 有 POU AD) = 2 PA,). 
则 称 忆 是 42, 男 上 的 概率 ,02,9,P) 称 为 概率 空间 ,P(A) 为 事件 A 的 概率 . 

2. 波 雷 尔 晴 数 

设 y= &g(Cz) 是 R 到 R 上 的 一 个 映射 , 如 果 对 任意 实数 a, 均 有 
tZ3ECZ) 三 a} € 沪 ， 则 称 g(xz) 是 一 元 波 雷 尔 润 数 . 

设 > 一 gzz…z) 是 R 上 的 一 个 映射 ,如 果 对 任意 实数 a, 均 有 
(ZI 92 Ti ) :BOX ;Te 1 Td), 则 称 g(Czz oz) 是 nn 元 
波 雷 尔 范 数 . 

一 切 连续 函数 都 是 波 曙 尔 函 数 . 

知 和 是 概率 空间 (02,9,P) 上 的 随机 变量 ,而 g(x) 是 一 元 波 雷 尔 函 数 , 则 
E( 是 (0,3,P) 上 的 随机 变量 . 各 (5 ,总 ) 是 概率 空间 (2,9,P) 上 的 
随机 变量 , 则 g(& ,&,…,é&,) 是 (2,9,P) 上 的 随机 变量 . 

3. 随机 向 量 的 数字 特征 


设 /(z) ,g(x) 是 [a, 杂 上 的 两 个 函数 , 则 积分 | (x)dgCz) (如 果 存在 的 
话 ) 称 为 f(z) 关于 &(z) 在 [a,6] 上 的 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 ,简称 S 积 分 : 
设 f(z),g(z) 是 (一 oo,o0) 上 的 两 个 函数 , 若 积分 | f(z)dg(z) 存在 , 且 


极限 lim | f(z)dg(z) 存在 , 则 称 此 极限 为 f(z) 关于 g(z) 在 (一 co,ce) 上 


本 一 本 


的 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 , 记 为 | f(z)dg(z). 
存在 定理 ”者 帮 z) 在 (一 co,ce) 上 连续 有 界 ,g(z) 在 (一 co,ce) 上 单调 
有 而 , 则 | f(z)dg(zx) 一 定 和 存在. 


设 F(z) 是 随机 变量 X 的 分 布 函数 , 若 | ”| z 1 dF(z) < co, 则 称 
| _zdF(x) 为 随机 变量 X 的 数学 期 望 , 记 为 ELX] 一 ” zdF(z)， 


车 X 是 连续 型 随机 变量 , 则 ELX] 一 | xf (zdz. 


讽 FZ) 是 随机 变量 X 的 分 布 函 数 ,对 于 随机 变量 YY 一 SEC , 若 
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| ga | dF(W) 一 co， 


则 gC20 的 数学 期 望 存在 ,ELY] = Elg(z)] 一 | gCz)dFCz) 


随机 回 量 (CXi ;入 »""" 入 ，) 的 数学 期 望 定 义 为 向 量 (CELX | ,ELX jj,…， 
ELX, ,其 中 


EL[X]=| | rdFCa wz) 一 | ndFs(n)， 
其 中 F(z) 是 X, 的 边缘 分 布 函数 
若 六 二 [Xi,X,,…,X,] 的 密度 函数 是 fx() , 则 
ELX] = [ELX],ELX]， ,ELX J =| Xfx OOdX, 
其 中 关 二 [XI ,X,,…,X, 汪 ,或 写 为 
ET xX’ =| “| [a Tay TI fr sta ys Td, dr ee dz, ; 
DLX] = E((X— ELX])(X— ELX])') 


cx — FX,)(z— HX,)) 


一 < 


f(x zis) dn ded, | 9 


或 写 为 DLX]=| (X~ ELXD(X— ELXDT fy (dX. 


DLX. 是 一 个 非 负 定 阵 . 

设 维 随机 向 量 X 一 LX,X,,…,X,]」 的 二 阶 中 心 矩 存在 , 即 

Ci = CovCX;, Xi) = (E[ CX; — ELX,])(X, 一 ELX])， 
Cy Cy se CC 

则 称 方 阵 c= 
Ca Ce 人 Cn 
为 n 维 随机 向 量 X 的 协 方差 阵 . 协 方差 阵 是 一 个 对 称 矩 阵 . 

各 有 随机 回 量 于 一 [LX ,XXX ] 和 Y= 二 [Yi ,Y,,…,Y,」] ,其 联合 密 
度 函 数 为 fw (CX,Y), 则 协 方差 矩阵 

Cov[X¥X,Y] = EL(X— E[X]) YO— ELY]'))] 
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= | CX— ETXDY — ETYDT fo X,Y dXdY 


是 nXm 和 给 阵 , 生 Cov[ 关 ,Y= 二 《Cov[Y, 关 1) '. 

两 个 随机 向 量 X 和 Y 的 相关 阵 为 

ELXYTI] = E[(X— EFE{X]+ EX (YC— ELY]++ ELYY)’] 

= Cov[X¥X,Y] 二 ELX]CE[YJ)'. 

若 忆 和 YY 的 协 方差 矩阵 为 零 , 则 HLXY = 于 XJ}(ELYj」) , 称 随 机 向 量 关 与 
Y 不 相关 . 

对 于 两 个 随机 向 量 多 二 [Xi,X,,… ,Xj 和 Y 王 [YY Yo] ,在 
给 定 条 件 Y = y 下 ,的 条 件 期 望 为 


EL[X|y]=| Xf ydx, 
条 件 方差 为 
DIx| y= Et(X—E[X| yD)(X— ELX| 中) 
= | _(x— ELX| yDX— ELX | yDT AX | dX. 
4. 特征 孔 数 
定义 。” 设 随 机 变量 X 的 分 布 函 数 为 F(z), 则 
oD = Ee”]=| erdFCz) 


称 为 随机 变量 和 的 特征 函数 ,其 中 ,为 实 参 变 量 ,e*” 为 复 随 机 变量 . 特征 天 
数 是 一 实 变量 v 的 复 值 函 数 , 对 一 切实 数 v, 都 有 | wo j 委 1. 特 征 函 数 只 与 
分 布 函数 有 关 . 

若 和 是 离散 型 随机 变量 ,概率 函数 为 名, 则 


9p(u) = Ele™]= DE:pr. 
kl 
X 是 连续 型 随机 变量 ,密度 函数 为 /(x), 则 
pW = Ee”]=| ef(z)dz. 
随机 变量 X 的 特征 函数 是 其 概率 密度 函数 的 傅 里 叶 逆 变换 , 故 
f(z) = | We dz. 
(1) | ou | Pp(0) = 1， 
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(2) 车 随机 变量 Y = aX 十 5b, 其 中 a,5 为 常数 , 则 mr (Co = e'* g(av)， 
其 中 ,wo 是 了 的 特征 函数 ,pu 是 XX 的 特征 了 清 数 . 

(3) 特征 函数 在 RR 域 上 一 致 连续 . 

(4) 两 个 相互 独立 的 随机 变量 X,Y 之 和 的 特征 函数 等 于 它们 特征 盟 数 
之 积 , 即 若 Z = 二 关 十 Y, 则 

ps (DV) = py (Vv) py (vo). 

(5) 各 随机 变量 X 有 ?2 阶 绝对 矩 , 则 X 的 特征 苔 数 可 微分 n 次 ,并 在 

kn 时 ,有 
ET] = jc g® (0). 

(6) 对 于 任意 的 正 整 数 n, 任意 实数 wm，…uw 以 及 任意 实数 入， 

XA， 4， 有 下 式 成 立 : 
之。 DH — vO A 之 (0. 

此 性 质 称 为 特征 隔 数 的 非 负 定性 . 

下 面 是 几 种 稍 见 分 布 的 特征 函数 : 

单 点 分 布 (退化 分 布 ) gp(v) = e™(c 为 常数 )， 

0-1 分 布 wlv) = 二 g 二 pe”; 

二 项 分 布 Bln,p) wlv) = (pe’+ gq)"; 

泊 松 分 布 pw) 一 人 ，， 

标准 正 态 分 布 gLw) 一 E72. 

波 幸 纳 尔 - 辛 钦定 理 ”函数 gp(?z) 是 特征 函数 的 充 要 条 件 是 : p(z) 非 负 
定 .连续 县 p(0) 一 1. 

5. 姑 元 特征 函数 

n 维 随机 向 量 瑟 一 (XI XXX ) 分 布 函 数 为 FCz yz yz )， 对 
任意 1% 个 实数 vw ,*…, 妃 ,定义 | 


ps do,) = Ele™ te a 
一 | | Ett tur dF (Cr, sx, ye, ) 
为 天 的 nn 元 特征 西数 . 其 矩阵 形式 为 
pn = ELexpGv 1 = | , expv I CDdX， 
其 中 y= (ww yw) ; 弟 二 《zi ;T,X ) .而 
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sl 1 
f/(%) 二 | ， exp(— yO pW dy, 


n 元 特征 蚂 数 有 以 下 性 质 : 
(1) gov 0 ) SE p00) 一 |， 
OOo Oo ) 一 GU yu 
(2) plw ;v2 ,… ,Vv,) 在 了 中 一 致 连续 . 
(3) 若 针 二 《Xi ,Xs，…,X.) 的 特征 函数 是 (wm ,说 加 ) 则 随机 变 
量 Y = aa Xi 十 azs Xz 十 … 十 a,X, 的 特征 函数 为 
pV) 一 plalus adv And) 
(4) 车 wm ,tw,…,0.) 是 随机 向 量 (Xi,X,,…,X,)T 的 特征 函数 , 则 
k (0 过 上 一 nn) 维 随机 向 量 CXi ,Xz ,…,X.) 的 特征 函数 为 


和 (UI » Uo ，*" UL,) 一 PU Up 9 Ue sO ; 0). 


(5) 奇 pV » Uy 0 是 好 维和 随机 变量 (Xi， , X， ) ) 的 特征 蚂 数 ， 
而 随机 变量 入; 的 特征 明 数 是 PX. (v) ;1 一 1 ;2 ,7 则 随机 变量 入 1 ;从 2 sy 
X, 相互 独立 的 充 要 条 件 是 
PU yu 一 Px wp CV) pe AV). 
(6) 如 果 矩 EXn Xz …X" 」 存在, 则 


nn 二 大 。 十 二 
-ij— 5 O12 pW, th ) 
EL X2 Xr] = | Ou! Bvt2 Do 及 


二 二 号 二 二 0, 


一 


6. 母 晴 数 | 
设 随 机 变量 X 的 分 布 列 为 pi 二 P{X 二) ,k= 二 0,1,…, 称 实 变 数 s 的 实 
精 数 


Ws) = EL |] = bs ls 1) 
为 X 的 母 陪 数 , 从 1) 一 1. 
任 一 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 的 母 曲 数 总 是 存在 的 , 且 在 [一 1,1j 上 一 
致 连续 . 
知 关 ~ Bln,p), 则 ygKs) 二 (gq 十 ps)"; 
若 关 一 x0), 则 Js5) 二 EE 
母 洱 数 具 有 下 列 性 质 ， 
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(1D) | y9 | 委 从 1 一 1 

(2) 线性 性 . 若 刁 的 母 函 数 为 ws , 则 了 一 aXK 十 8 的 母 函 数 为 办 (5) = 
yx 〈s). ab 为 非 负 整数 . 

(3) 若 Xi ,Xs,…,X, 的 母 函 数 分 别 为 四 C39), 《3 如 (5), 则 X= 


Xi 十 Xz 十 … 十 X, 的 母 函数 为 gC5) = 【[ G3). 
下 一 | 


(4) 若 随机 变量 X 的 ” 阶 抢 存在 , 则 其 母 函 数 从 s) 的 有 (Rs 委 m 阶 寻 数 
J (Cs) 存在 (| | 委 1) ,县 X 的 阶 矩 可 由 母 函 数 在 S = 1 时 的 各 阶 导数 表 
示 , 如 EL[X] = CD,EX: |]= JD +y OD). 

(5) 由 分 布 列 可 以 唯一 确定 母 郴 数 , 由 母 函 数 也 可 以 唯一 确定 分 布 列 . 


如 关 的 分 布 列 为 pi,& 二 0,1,…, 母 函数 为 5) 一 》)Pprs* (1s| 志 了), 则 
分 布 列 p; 二 次 (0). 


二 维 随机 变量 (Xi ,XX,) 取 非 负 整 数值 ,其 分 布 列 为 
pli,k) = P{X! = i,X, =k)}, ik = 0,1,, 则 定义 其 母 水 数 为 
jsis52) 一 Elsi1 »。s22 | = 2 Dp lik)ss, ， 
其 中 19 | 委 1 sj 委 1 ,也 称 之 为 双 变量 的 母 函 数 . 双 变 量 的 母 函 数 有 以 下 
性 质 
(1) 对 任意 s € [一 1,1j,s, € [一 1 ,有 
| Was | HA1,1) = 1. 
(2) 设 (3), 《5s) 分 别 为 XX! 及 和 的 母 消 数 , 则 
A511) = hs), Al,s) = (ss). 
(3) 若 和 和 XX 相互 统计 独立 , 则 对 于 一 切 s, € [一 1,1j 及 s, EL 一 1,1j, 有 
Ms 5) = p51) gs). 
(4) 寿 随 机 变量 XX 十 X, 的 母 消 数 为 Ks,5), 当 Xi 与 X; 相互 独立 时 ,X， 
以 3 3) = p(s) p(s). 
7. 大 数 定律 
几乎 处 处 收 钱 定义” 设 iX,(e)} 是 随机 变量 序列 ,X(e) 是 随机 变量 ,如 果 
Ple: limX, (e) ~ X(e)} 一 | 
则 称 {X, Ce)) 几乎 处 处 (以 概率 1) 收敛 于 XX(e), 记 为 limX， 二 XX(a,e) 或 
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及， -~ 入 (Ge)， 


依 概率 收敛 定义 设 {(X,(e)) 是 随机 变量 序列 ,XCe) 是 随机 变量 ,各 对 
任意 实数 e 汪 > 0, 有 
limPte: | X,(e) — Xle) | 之 6 = 0,， 


则 称 {X,(e)) 依 概 率 收敛 于 X(e) , 记 为 X 一 >X. 
设 有 一 分 布 阻 数列 {F(z)}, 知 存在 一 个 非 降 肾 数 F(x) ,对 于 它 的 每 个 
连续 点 ,都 有 limF， (ZX) 二 F(T) ,; 则 称 分 布 吧 数列 (F(x)} 弱 收 化 于 F(zx)， 


记 为 F(x) F(z). 

依 分 布 收 剑 定 义 “” 设 随机 变量 X, (n= 二 1,2,…) 及 六 的 分 布 函 数 分 别 为 
FF (zn 一 1 2) 及 F(z), 若 F(x) 一 > F(z), 则 称 {X,) 依 分 布 收 钙 于 
X, 记 为 X， Xx. 

7- 阶 收敛 定义 设 对 随机 变量 和 其 一 1,2,…) 及 XX 有 EL|X, | ]< 过 0， 
FL|X | 中 过 0, 其 中 为 正常 数 ,如 果 limE[| XX 一 | 一 0, 则 称 (X,}r- 阶 收 
敛 于 X, 记 为 X, 一 > XX. 

随机 变量 序列 的 四 种 收敛 性 有 如 下 关系 : 


r 下 L 
XxX0>0 | x 


设 {X,} 是 {02,2,P) 上 的 随机 变量 序列 ,具有 有 限 的 数学 期 望 ELX,j」， 


n 二 1,2,…. 如 果 随 机 变量 序列 Y, 一 二 2 (X 一 碾 扩 了 ) 依 概 率 收敛 于 零 , 即 
lmP{| Y.—0|<e)=1, 


则 称 4X%,} 服从 弱 大 数 定 律 (简称 大 数 定律 ). 
注意 ”这 里 是 先 求 概率 后 取 极 限 . 


在 同样 条 件 下 ,如 果 随 机 变量 序列 Y, == 二 > \(X, 一 ELX,J) 几乎 处 处 
收 敏 于 零 , 即 
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则 称 《X,} 服从 强大 数 定 律 . 
注意 ”这 里 是 先 取 极 限 后 求 概率 . 
常用 的 大 数 定 律 有 奥 比 雪夫 大 数 定 律 \ 贝 努 利 大 数 定 律 以 及 以 下 四 个 大 
数 定律 . 
(1) 泊 松 大 数 定律 ”在 一 个 独立 试验 序列 中 ,事件 A 在 第 & 次 试验 中 出 
现 的 概率 为 户 , 以 AAA 记 在 前 2 次 试验 中 事件 A 出 现 的 次 数 , 则 对 任意 se 之 0, 有 
limP | | ta 四 十 名 十 … 十 办 


n 





<e)=1 


(2) 马尔 可 夫 大 数 定律 。” 设 {X,) 是 随机 变量 序列 , 若 lm 证 D| > X, | 


一 0, 则 [X,] 服从 大 数 定律 
(3) 辛 钦 大 数 定律 ” 设 {X,} 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 有 有 限 
的 数学 期 望 ELX,] = a, 则 对 任意 的 e > 0, 有 


limP| 3 


(4) 波 雷 尔 强 大 数 定 律 ” 设 jy 是 n 次 贝 努 利 试 验 中 事件 A 出现 的 次 数 ， 

是 事件 A 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 
P{lim 名 一 加 一 1 

波 雷 尔 强大 数 定 律 关 于 事件 A 的 频率 几乎 处 处 收 伍 于 概率 p 的 结论 比 
册 努 利 大 数 定 律 的 结论 要 强 . 

8. 中 心 极限 定理 

正极 限定 理 。” 设 分 布 晃 数 序列 {F(z)) 弱 收 伍 于 某 一 分 布 国 数 F(x)， 
则 相应 的 特征 函数 序列 4p, ( 马 } 收敛 于 F(z) 的 特征 函数 ww, 且 在 v 的 任 一 
有 限 区 间 内 收敛 是 一 致 的 . 

辽 极 限定 理 《” 设 特征 函数 序列 {p〈u ) 收 仿 于 某 一 函数 op(u) , 且 p(wv) 
在 一 0 连续 , 则 相应 的 分 布 函 数 序 列 (已 (Cz)} 弱 收 敛 于 某 一 分 布 函数 
F(z), 且 o(u 是 F(z) 的 特征 函数 . 

常用 的 中 心 极限 定理 有 : 林 德 伯 格 - 列 维 中 心 极 限定 理 、 德 莫 弗 - 拉 普 
拉 斯 定理 和 李 雅 普 诺 夫 定 理 . 

二 、 常 系数 线性 差分 方程 

]. 设 ul) 为 1 的 未 知 实 函 数 , 石 


一 e}= l, 
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ut) op uit) 二 gpult—p) 一 0， 
其 中 m ,gy ，… ,gs 为 实 常数 , 则 称 方程 为 常 系数 线性 齐 次 差分 方程 . 若 
ut put ml) t+ pult— pp) = h(i), 
其 中 六 为 上 的 已 知 实 函 数 , 则 称 方程 为 常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 
2. 延迟 算 子 B 满 足 Bult) = u(t 一 1), 并 具有 以 下 性 质 . 
(1) 若 Bult) = ul?), 即 B= 1, 称 Br 为 恒 等 算 子 . 
(2) 若 c 为 常数 , 则 BLcwGQ)|] = cai 一 1). 
(3) 对 任意 两 个 了 苞 数列 {u(t1)) 和 {wv(2)} ,有 
B[ult) +t vt) | = Bu) + BvG) = u(t— 1)+v 1). 
(4) Bu(t) = B” ult—1) = = w(t—n). 
(5) (DaB) (u(t)) 一 Dc Briu la) 一 Yault—&). 


证 二 


常 系数 线性 齐 次 差分 方程 与 非 齐 次 差分 方程 的 算 子 多 项 式 形式 分 别 为 
(Yap) =0 和 和 (DaB)u) = MD， 
其 中 m 一 1. 


3. 方程 六 十 pA 十 … 二 ps 一 0 或 pA” ~ 0 称 为 常 系数 线性 齐 
次 ( 非 齐 次 ) 差分 方程 的 特征 方程 . 

常 系数 线性 齐 次 差分 方程 的 解 有 如 下 三 种 情况 : 

(1) 若 久 十 pA 十 … 十 gs 二 0 有 个 相 异 的 实 根 和 41 ,Xs，… ,4 , 则 齐 
次 方程 的 解 为 

w(t) 十 十 co 十 … 十 cps， 

其 中 ccz ,… ,cs 为 任意 实 常 数 . 

(2) 铬 特征 方程 的 根 41 ,%，，…,4, 中 有 重 根 , 设 入 二 二 … 二 1; 而 
Ma A 为 相 异 实 根 , 则 齐 次 方程 的 解 为 

Mt 一 《cl 十 ct 十 十 ca 大 ) 丰 十 ca 十 …… 十 coh5， 

其 中 cl 2 9 stp 为 任意 实 常数 ， 

(3) 知 特 征 方程 的 根 A ,4,,…,4。 中 有 复 根 ,因为 复 根 必然 共 示 成 对 出 
现 , 则 齐 次 方程 的 解 x(z) 中 必 含 正弦 项 和 余弦 项 . 

如 特征 方程 有 一 对 共 斩 复 根 41 ,i , 记 为 

A = 二 a+6 = re”, As = a—bi= re, 
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则 齐 次 方程 的 解 中 必 含 
A 二 co 二 Cre 二 co re 

一 rece)ecoswt ic — cc, )sinwt | 

= Y (D, coswt 十 1D, sinwt), 
其 中 D, = cl 十 cz 用 一 Cl 一 co 

上 面 讨 论 的 解 xz 中 含有 了 之 个 任意 常数 , 称 为 常 系数 线性 齐 次 差分 方程 

的 通 解 . 当 已 知 通 解 应 满足 的 p 个 初始 条 件 时 ,可 求 得 常 系数 线 性 齐 次 差分 
方程 的 一 个 解 . 


常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 的 通 解 由 相应 齐 次 差分 方程 的 通 解 与 非 齐 
次 差分 方程 的 一 个 特 解构 成 . 


Pp 
注意 ”方程 V2)=1 二 p2+… 十 ppZ? 一 0 即 2 ,92 二 0,p 三 1 的 
k=O 
根 与 特征 方程 六 十 gu 入 十 … 十 op 二 0 的 根 互 为 倒数 . 
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